UNA OBRA DE TEATRO EN UNA TABLA DE NUMEROS

La pregunta que me he hecho muchas veces es si Lothar Collatz encontré la férmula del algoritmo
de su conjetura persiguiendo el resultado. Siempre he pensado que no y que se encontré con ella de
forma casual, sin buscar el resultado que descubrid, de lo contrario él mismo nos hubiese dado la
demostracion del problema.

Vamos a crear el escenario donde se representaran las impredecibles secuencias y poder disfrutar
del espectaculo. Como toda obra de teatro, no entenderiamos el guion sin ver su representacion.

El decorado de la escena es éste:

Una tabla cuadricular con filas y columnas en la que se escriben ntimeros hasta llegar al mas alto de
la secuencia. Con cada secuencia diferente se cambia el decorado y se adapta la cantidad de
ndameros escritos al nimero mas alto de cada una.

Los nimeros se escriben ordenadamente, de forma que los impares queden en la primera fila y los
demas numeros debajo del que es su mitad. Escribimos los nimeros ordenadamente desde el 1 hasta
el mas alto de la secuencia, no por filas ni columnas.

Entra en escena la secuencia empezada con el nimero 11:

11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.
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Los protagonistas de la obra en la formacion de una secuencia con la aplicacion del algoritmo, son
los niimeros naturales, pares e impares y las operaciones a que son sometidos son la multiplicacion,
la suma y la division.

Esta es la representacion de la secuencia que resulta de aplicar las operaciones del algoritmo
siguiendo estrictamente su enunciado con estas dos operaciones: Si el nimero m es impar hacer
3*m+1 y si el nimero es par hacer m/2 las veces necesarias hasta llegar a un niimero impar, con el
que se repite el proceso.

Pero yo la voy a desarrollar y representar en la tabla aplicando a los niimeros tres operaciones y no
dos: Si el nimero m es impar, la primera operacion es 3*m. La segunda operacién es sumar 1 a
3*m. Si el nimero es par, m/2 las veces que se pueda.

La misma secuencia empezada con el nimero 11:

11, 33, 34, 17, 51, 52, 26, 13, 39, 40, 20, 10, 5, 15, 16, 8, 4, 2, 1.

Visualmente la diferencia entre la secuencia obtenida con dos operaciones y la obtenida con tres
operaciones es notoria:
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Las tres operaciones del algoritmo son los tres actores de esta obra y cada uno de ellos tiene un
importante papel para interpretarla hasta el final.

La ruta de la secuencia tiene cuatro lineas azules que sefialan las operaciones 3*m, cuatro lineas
verdes que sefialan las operaciones de 3*m+1 y cuatro lineas rojas que sefialan las operaciones
(3*m+1)/2/n.

Para que la obra acabe bien y con un final feliz, los tres actores protagonistas tienen que procurar y
conseguir que la ruta que desarrollaran en la obra les conducird al final hasta el nimero 1.

El papel del primer actor que es 3*m es limpiar de todos los impares multiplos de 3 la ruta que
sigue la secuencia. Podra haber un impar muiltiplo de 3 solamente si es el nimero con que empieza
la secuencia y no habra ninguno mas en ella.

Con el papel del actor 3*m se ha descartado 1/3 de los impares y solamente quedan en el camino los
impares de la forma 4n-1 y los de la forma 4n-3.

El segundo actor es el guia que dirige la secuencia por el camino correcto. Sumandoles 1 convierte
a los nimeros impares de la primera fila en nimeros pares de las otras filas, 3(2n-1)+1=6n-2, que se
colocan por filas debajo de los impares de la primera mitad de la tabla, donde son menores y segtn
la fila a la que vayan, seran los responsables de que la secuencia sea ascendente o descendente:

En la segunda fila el par es divisible entre 2A1, y el impar resultante es mayor (3(2n-1)+1)/2=(3n-1).
En la tercera fila el par es divisible entre 22, el impar resultante es menor (3n-1)/2 < (2n-1).

En la cuarta fila el par es divisible entre 23, el impar resultante es menor (3n-1)/4 < (2n-1).

En la quinta fila el par es divisible entre 2/4, el impar resultante es menor (3n-1)/8 < (2n-1).

En la sexta fila el par es divisible entre 2A5, el impar resultante es menor (3n-1)/16 . . .

El tercer actor convierte los nimeros pares en nimeros impares para que el primer actor los pueda
triplicar de nuevo y repetir el proceso hasta que acabe la secuencia y la representacion de la obra.

La duracion de la representacion de la obra es una incégnita. Dependera de en qué filas se colocaran
los niimeros pares generados por el segundo actor.

¢Porqué no esta escrito en el guion de la obra cuando la secuencia va a encontrarse a un impar 4n-3
y va a ser ascendente y cuando va a ser descendente encontrandose a un impar 4n-1 ?.

Si no hay ninguna regla y solamente el azar es responsable, la probabilidad es la misma, porque hay
el mismo niimero de impares que al sumarles 1 generan pares que se colocan en la segunda fila de
la tabla que al ser divididos entre 2/n, generan impares siempre menores que el anterior y de
impares que al sumarles 1 generan niimeros pares que se colocan en las filas inferiores y al ser
divididos entre 2/n generan impares siempre menores que el anterior.

Pero mientras que unos son responsables de aumentar al proximo niumero impar, lo hacen siempre
en la misma proporcion, (3n-1)-(2n-1)=n.



En cambio los otros lo disminuyen en mayor proporcion, desde (2n-1)-(3n-1)/2=(n-1)/2,
(2n-1)-(3n-1)/4=(5n-3)/4, (2n-1)-(3n-1)/8=(13n-7)/8, . . . ©

y como que la duracion de la obra no importa, mas pronto o mas tarde, la secuencia se encontrara
con numeros pares de las filas inferiores que la llevara al nimero 1 y se cerrara el telén.

El escenario donde podemos ver el desarrollo de la secuencia y conocer el guion, es la tabla
formada con los niimeros naturales que sean necesarios, segun los nimeros que alcance la
secuencia.
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Los nuimeros sefialados en color rojo son los que resultan de multiplicar por 3 a los nimeros
impares. Los numeros sefialados en amarillo son los nimeros que resultan de sumar 1 a los impares
multiplos de 3.

La mayor cantidad de pares 6n-2 se concentran en la columna del impar 1 con tres ntimeros.
En segundo lugar la columna del 5 con dos nimeros.
Con un nimero cada una las columnas del 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 35y 41.

En la formacién de la secuencia con las operaciones del algoritmo, cuando se multiplica por 3 a un
impar y se suma 1, resulta un ntimero par que es: 3(2n-1)+1=6n-2

En la formacién de la secuencia, cuando se dividen entre 2 las veces que se pueda a los niimeros
pares 6n-2, resultan niimeros impares que son mayores 0 menores que su impar anterior,
dependiendo de la fila que ocupan:

Primera fila de los niimeros pares (segunda de la tabla): Los impares resultan mayores que el
anterior porque (6n-2)/2=3n-1, > 2n-1 La secuencia es ascendente en ese punto.

Segunda fila de los niimeros pares (tercera de la tabla): Los impares resultan menores que el
anterior porque (6n-2)/4=(3n-1)/2, < 2n-1 La secuencia es descendente en ese punto.

Tercera fila de los niimeros pares (cuarta de la tabla): Los impares resultan menores que el anterior
porque (6n-2)/8=(3n-1)/4, < 2n-1 La secuencia es descendente en ese punto.

Cuarta fila de los nimeros pares (quinta de la tabla): Los impares resultan menores que el anterior
porque (6n-2)/16=(3n-1)/8, < 2n-1 La secuencia es descendente en ese punto.

Quinta fila de los niimeros pares (sexta de la tabla): Los impares resultan menores que el anterior
porque (6n-2)/32=(3n-1)/16, < 2n-1 La secuencia es descendente en ese punto.

Sexta fila de los niimeros pares (séptima de la tabla): Los impares resultan menores que el anterior
porque (6n-2)/64=(3n-1)/32, < 2n-1 La secuencia es descendente en ese punto.

Asi continua al infinito.



