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Resumen

El problema 3/2 de Mahler y la conjetura de Collatz estan relacionados
desde 1968, cuando Mahler introdujo la funciéon M(n) = [3n/2] para estu-
diar la existencia de niimeros Z. Esta nota no establece ninguna equivalencia
entre ambos problemas. Propone una comparaciéon méas modesta, que no he-
mos encontrado formulada explicitamente en la literatura consultada, entre los
mecanismos de reduccion con que cada uno controla una dindmica de factor
bésico 3/2.

En Mabhler la reducciéon es aditiva y externa: se resta la parte entera de
£(3/2)F, es decir, se proyecta sobre R/Z. En el nivel entero, M y la aplicaciéon
abreviada de Collatz coinciden en la rama impar y difieren solo en la par (3n/2
frente a n/2). En Collatz la reduccion es multiplicativa y enddgena: al entero
3n+1 se le aplica z — 2/2"2(®) | con v5(3n + 1) determinada por la estructura
2-adica de n.

Recordamos, en la forma adaptada a la sucesion de impares, que en densi-
dad las valoraciones sucesivas de una oOrbita son exactamente independientes
y geométricas en ventanas iniciales. En consecuencia, ninguna estadistica que
dependa tnicamente de una ventana inicial de longitud fija puede distinguir,
en distribucion de densidad sobre los impares iniciales, la dinamica de Collatz
de ese modelo independiente. Proponemos un primer experimento numérico
con estadisticas de 6rbita completa, que quedan fuera de ese alcance.

Indice
1 Motivacion y estado de la cuestion
2 Dos mecanismos de reduccion

3 Hacia una comparacién cuantitativa
3.1 Las variables naturales . . . . . . . ... ... . 0L,
3.2 Independencia exacta en ventanas iniciales . . . . . . . ... ... ..



3.3 Elproblema . . . ... .. ... 6
3.4 Crecimiento logaritmico de la 6rbita . . . . . . . . .. ... ... ... 7

4 Conclusién 8

1 Motivacién y estado de la cuestion

La relacion entre el problema de Mahler y la conjetura de Collatz es conocida desde
el origen mismo del primero. Mahler [7] consider6 la funcion

3n

M(n) = 32n 1 es decir, M(n) = 5

5 sin=1 (mod 2),

y relaciond el comportamiento de sus érbitas con la existencia de nimeros Z: ni-
meros reales £ > 0 tales que {£(3/2)%} < 1/2 para todo k > 0, donde {-} denota la
parte fraccionaria. Mahler probd que hay a lo sumo un ntimero Z en cada intervalo
[n,n + 1), de modo que el conjunto de nimeros Z es a lo sumo numerable; obtuvo
ademas una cota cuantitativa, segtin la cual, para x suficientemente grande, hay a
lo sumo x%7 niimeros Z menores o iguales que x, cota que Flatto [2] mejoré después
a O(x%%?). Mahler conjeturé que no existe ninguno. El vinculo preciso con M se
recoge en el Lema 3.

Lagarias [5] situo el problema 3z + 1 en relacion con la aproximacion diofantica
de log, 3 y con el problema de Mahler. Flatto, Lagarias y Pollington [3| estudiaron
la cantidad

sin=0 (mod 2), Fn“

. : n o n
Qa) = égg <hglsolip{9a }— hglorolf{@a }) ,
probaron que Q(p/q) > 1/p para p/q > 1 racional en términos minimos (en par-
ticular ©(3/2) > 1/3) y observaron que la conjetura de Mahler se seguirfa de
Q(3/2) > 1/2. Akiyama, Frougny y Sakarovitch [1] obtuvieron nuevos resultados
sobre este problema mediante sistemas de numeracién en base racional p/q, cuya
dindmica entera subyacente es precisamente del tipo n +— [3n/2].

Por su parte, Terras [8] demostr6é que el conjunto de enteros con stopping time
finito tiene densidad 1. Su analisis descansa en la equidistribucion de los vectores
de paridad de la orbita, y la condicion de descenso compara la proporcion de pasos
impares con 1/ log, 3. Ligado a ese resultado, aunque no idéntico a ¢l, hay un conteo
elemental de clases residuales. Definiendo la densidad relativa entre los impares como

#(AN[L, X])

densimpar(A) 1= X—oo #{n < X : n impar}’

dicho conteo muestra que
densippar{n : v2(3n + 1) = j} =277, j>1,

porque, entre los impares, la condicién v5(3n + 1) = j selecciona exactamente una
clase residual modulo 27!, de las 27 clases impares que hay modulo ese mismo moé-
dulo. La Proposiciéon 7 extiende este conteo a bloques de valoraciones consecutivas.
La ley geométrica resultante es la base de los modelos estocasticos del problema
3z + 116, 4].



Este trasfondo es s6lido y anterior a esta nota. Lo que no hemos encontrado en
la literatura consultada es una comparacion explicita, a nivel de mecanismo, entre
las reducciones presentes en ambas dinamicas. Esa comparacion es el objeto de esta
nota.

2 Dos mecanismos de reduccion

Definiciéon 1 (Reduccion externa, Mahler). Fijado £ € Ry, la orbita &, 5-%, ~(%)2,
. se controla mediante la parte fraccionaria

fe@ =) - e,

que es el objeto que efectivamente estudia Mahler [7]. Esta operacion resta la parte
entera del propio valor real: es la proyeccion asociada a la relacion de equivalencia
aditiva modulo 1,

r~Yy << x-—yYELL,

sobre R. La llamamos reduccidon externa porque la cantidad que se resta en el paso
k depende tinicamente del valor real £(3/2)%, y no de ninguna propiedad aritmética
discreta que el mecanismo “perciba” internamente.

Observacion 2. Conviene distinguir esta reduccion de la identificacion de octavas,
es decir, la relacion x ~ 2/x (equivalentemente, log,x (mod 1), sobre R.q/2%).
Es la que interviene, por ejemplo, en la construccion pitagorica de la escala por
quintas, que lleva cada potencia de 3/2 al intervalo de octava [1,2). Son dos cocientes
distintos: el problema de Mahler vive en R/Z, no en Rso/2%, y esta nota no los
identifica.

La reduccion modulo 1 tiene una traduccion exacta en el nivel entero, que es la
que conecta el problema con la funcién M.

Lema 3 (Mahler). Sea & un mimero Z 1y escribase £(3/2)F = g, + 1%, con
ar = |€(3/2)%] yrr €10,1/2). Entonces, para todo k > 0:

1. geyr = M(gy); en particular, g, = M*(go);
2. si g es impar, entonces T, > 1/3, rpy1 < 1/4 y griq es par.

En consecuencia, ninguna iterada M*(gy) es congruente con 3 mddulo 4.

Demostracion. Se tiene £(3/2)"*! = 3¢, + 3ry. Si gi, es par, 31, < 2 < 1, luego
Gkt = 291 = M(gi) y Th1 = 574 Si g es impar, §(3/2)F = 2 4 3L §j fuera
T < 1/3, se tendria 3rk—{1 € [—%,O), de donde g1 = 39’5_1 Y Thy1 = % > %, en
contra de la hipotesis. Asi pues ry, > 1/3, gry1 = 39’“—2“ =M(gr) y Th1 = 37"’“2_1 < %.
Como 111 < 1/3, el mismo argumento aplicado al paso k + 1 muestra que g1 no
puede ser impar. Finalmente, para g impar, M(g) = (3g + 1)/2 es impar si y solo si
39+ 1=2 (mod 4), es decir, si y solo si g =3 (mod 4); por el apartado 2, esto no

puede ocurrir en la orbita de gp. O




Observacion 4. La aplicacion abreviada de Collatz, Ci(n) = n/2 si n es par y
Ci(n) = (3n+1)/2 sin es impar, coincide con M en la rama impar y difiere solo en
la par. Pero esa diferencia es exactamente la diferencia de mecanismo que estudia
esta nota. M multiplica siempre por 3/2, redondeando hacia arriba, de modo que
M¥(n) > (3/2)kn: en la dindmica de Mahler el tamario nunca se reduce, y la tinica
“reduccion” es la sustraccion de la parte entera del valor real, que en el nivel entero
se manifiesta como una prohibicion sobre los patrones de paridad (Lema 3). Cy, en
cambio, reduce efectivamente el tamano dividiendo por 2, y el nimero de divisiones
consecutivas lo fija la aritmética 2-ddica del punto.

Definicién 5 (Reduccion endoégena, Collatz). Para n impar, la reduccion tras el
paso 3n + 1 consiste en dividir por 22671 donde

vo(3n + 1) = max{k € N:2" | 3n + 1}.

A diferencia del caso anterior, vo(3n+1) si depende de la estructura 2-ddica de n: es
una cantidad determinada algebraicamente por el propio punto de la orbita. Como
se vio en la Seccion 1, sobre el conjunto de los impares sigue en densidad relativa la
ley geométrica

P(ro(3n+1) = j | n impar) =277, j>1,
es decir, se comporta como si fuera aleatoria, aun siendo enteramente determinista.

Observacion 6. La distincion no es entre “determinista” y “aleatorio” —ambos me-
canismos son deterministas—, sino entre reducciéon aditiva modulo 1, uniforme en
la escala real (Mahler) y reduccion multiplicativa por una potencia de 2 aritméti-
camente seleccionada (Collatz). En el primer caso la cantidad que se resta depende
solo del valor real £(3/2)%; en el sequndo, el exponente de la potencia de 2 por la que
se divide es una funcion explicita, no uniforme, de la congruencia de n modulo po-
tencias de 2 crecientes. Obsérvese también que la operacion x +— /22 selecciona,
para cada entero positivo, el representante impar de su clase multiplicativa modulo
potencias de 2, pero el mapa completo n — odd(3n+ 1) no desciende a ese cociente,
debido al término +1.

3 Hacia una comparacién cuantitativa

Proponemos que el primer paso, antes de cualquier intento de tender un puente
formal entre ambos problemas, sea empirico y comparativo. Conviene empezar se-
nalando una asimetria entre los dos objetos. €2(3/2) es una amplitud asintética con
1/3 < Q(3/2) < 1, cuyo valor exacto se desconoce y no es directamente calculable.
En el lado de Collatz, en cambio, las estadisticas de las valoraciones a lo largo de
orbitas concretas si son calculables. La comparacion que se propone es, por tanto,
la de una cantidad calculable con un objeto del que solo se conocen cotas.

3.1 Las variables naturales

Sea (m;)i>o la sucesién de impares de una érbita, m; ., = (3m; + 1)/226mi+D 1a
suma acumulativa
k—1
Silin . — Z (v; —log, 3), v = 1a(3m; + 1),

=0



es la cantidad natural para el crecimiento logaritmico de la érbita (Corolario 13 mas
abajo). No esté centrada: bajo el modelo geométrico P(v = j) =277, j > 1,

Ep]=) j279 =2 Varly]=2,  E[v—1log,3]=2-log,3r 0415 # 0.
Jj=z1

Es decir, S{® posee deriva positiva en el modelo: estd normalizada respecto del
umbral dinamico de crecimiento (log, 3), pero no respecto de la media de v bajo esa
ley (2). Conviene por tanto distinguir

k-1 k—1
Silin. — Z (VZ' — log, 3), St = Z (V,» = 2),
=0 =0

relacionadas por SI" = S0 4 k(2 — log, 3). La primera es la variable natural para
el tamano de la 6rbita; la segunda mide la fluctuacion respecto de la media de la
ley geométrica, y es la candidata razonable para una comparaciéon con estadisticas
de amplitud.

3.2 Independencia exacta en ventanas iniciales

La ley geométrica de la Seccion 1 no solo vale para una valoracion aislada: en den-
sidad, los bloques iniciales de valoraciones son exactamente independientes. Es la
version, para la sucesion acelerada de impares, de la equidistribucion de vectores de
paridad que subyace al trabajo de Terras [8|.

Proposicion 7. Seanr > 1y jo,...,Jr—1 > 1, y sea J = jo+---+jr—1. El conjunto
de impares myq tales que vo(3m; + 1) = j; para 0 < i < r es exactamente una clase
residual impar mddulo 27+, En consecuencia,

r—1
densimpar{mo Y= jh 0 S 1< 7’} — 2—J — H2_ji’
1=0

es decir, en densidad sobre los impares, (v, ..., V,_1) tiene exactamente la ley de r
variables independientes con ley geométrica de pardametro 1/2.

Demostracion. Por induccion sobre r. El caso r = 1 es el conteo de la Secciéon 1.
Supoéngase cierto el enunciado para r—1y sea J' = J—jg. Por hip6tesis de induccion,
la condicién sobre m; (valoraciones ji, ..., j._1) equivale a m; = ¢ (mod 27'*1) para
cierto ¢ impar. La condicion v5(3mg+1) = jo equivale a mg = a+ 2"t con a impar
fijo y t € Z>; entonces

3m0 +1
= — impar.

230

_3a+1

= b+ 6t, b 570

my

La condiciéon b + 6t = ¢ (mod 27" ') equivale, al ser ¢ — b par, a 3t = (c — b)/2
(mod 27), que por ser 3 invertible modulo 27" fija ¢ en una tnica clase modulo 27
Por tanto mg recorre una tnica clase modulo 290147 = 2741 impar porque a lo es.
Como hay 27 clases impares moédulo 27+, la densidad relativa es 277, O



Corolario 8. Para cada N fijo, la ley en densidad (sobre mq impar) del vector
(S5, ..., S%"™), y por tanto de cualquier funcion suya, coincide exactamente con la
del paseo aleatorio de incrementos independientes v—2, v geométrica. En particular,
para la amplitud normalizada

1 .
Ay == — [ max S — min S|,
VN \0<k<N 0<k<N

la media en densidad, tomada primero para cada N fijo, converge cuando después

N — 00 aV2-2\/2/7 =4//7 ~ 2.257.

Demostracion. La primera afirmacion es la Proposicion 7, pues (S5™)<n es funcion
de (vp,...,vn_1). Para la segunda, como Var[v] = 2, el principio de invariancia de
Donsker da la convergencia en ley de Ay a V2 veces la amplitud max ;) B—miny ;) B
de un movimiento browniano estandar, cuya esperanza es 2 E[maxjo 1) B] = 21/2/7.
La convergencia de las medias se sigue de que (Ay) esta acotada en L?, y por tanto

es uniformemente integrable: como Ay < \/LN maxg<y |95, la desigualdad maximal

de Doob da E[A%] < & -4E[(S§")?] = £ - 2N = 32. O

El Corolario 8 tiene una consecuencia metodologica importante: ninguna estadis-
tica que dependa unicamente de una ventana inicial de longitud fija puede distinguir,
en distribucion de densidad sobre los impares iniciales, la dindmica de Collatz del
modelo geométrico independiente. El enunciado no excluye que haya estructura de-
tectable por otras vias (estadisticas condicionadas, selecciones de orbitas, ventanas
cuya longitud crece con myg); solo excluye este tipo concreto de estadistica. La Pro-
posicion 7 es un enunciado en densidad y sigue siendo verdadera para todo patron;
lo que cambia con la escala es su utilidad para una muestra finita. Si los puntos ini-
ciales se toman en [1, X], las clases moédulo 27+ solo estdn representadas de forma
aproximadamente uniforme mientras 27*! es pequeno frente a X, es decir, mientras
Vo+ -+ 11 S logy X. Como E[v] = 2, eso abarca tipicamente unos 3 log, X pasos
impares, mientras que en el modelo una 6rbita que parte de un mgy de tamano com-
parable a X necesita del orden de log, mg/(2 —log, 3) =~ 2.41 log, my pasos impares
para llegar a 1. Las estadisticas de 6rbita completa, como la del problema siguiente,
dependen también de ese tramo final, que la equidistribucién no controla; por eso
son un lugar natural, aunque no el tnico, donde buscar desviaciones respecto del
modelo.

3.3 El problema

Para n > 1 impar cuya 6rbita alcanza 1 (lo que se ha verificado computacionalmente
hasta cotas muy grandes), sea 7(n) := min{k > 1 : my = 1} con mg = n. Es
necesario detener la sucesion en ese punto: si se continuara, la orbita quedaria en
el punto fijo m = 1, con v = 2 en cada paso, y S;" se estancaria artificialmente.
Definimos la amplitud de 6rbita completa

1
A(n) == ( max S;™ — min S}éen>.

7(n) \0<k<r(n) 0<k<r(n)

Problema 9. 1. ;Como se distribuye A(n) paran < X impar cuando X — 0o?
¢ Coincide con la distribucion que da el modelo geométrico independiente con
la regla de parada andloga (primer k con logymy — SI™ < 0)?

6



2. ¢Presentan A(n), o las discrepancias empiricas de la sucesion (v;) en el tramo
final de las orbitas, alguna estructura que pueda compararse de manera no
meramente verbal con las amplitudes modulo 1 estudiadas por Flatto, Lagarias
y Pollington para {£(3/2)*}?

Para el apartado 1, el valor 4/4/m del Corolario 8 es la referencia para ventanas
fijas, no para la 6rbita completa: con una regla de parada, la ley de la amplitud en el
modelo cambia y debe obtenerse por simulaciéon con la misma regla. Un experimento
razonable tiene asi dos fases: una de control, con ventanas iniciales en las que la
Proposiciéon 7 garantiza la coincidencia exacta con el modelo (y que sirve para validar
el codigo), y otra sobre Orbitas completas, comparadas con el modelo simulado con
la misma regla de parada.

Observacion 10. No hay en este momento ninguna base para conjeturar una rela-
cion cuantitativa precisa entre 2(3/2) y A(n) o cualquier otra estadistica de SF™:
uno se define sobre la orbita real de un & fijo y el otro sobre una familia combinatoria
de enteros. El apartado 2 del Problema 9 es una pregunta experimental abierta, no
una consecuencia sugerida por las definiciones.

3.4 Crecimiento logaritmico de la 6rbita

La cantidad S{™ no es una construccién arbitraria: es exactamente el término prin-
cipal que gobierna el crecimiento logaritmico de la 6rbita. La identidad siguiente es
elemental y es la que subyace a los modelos estocasticos de [6, 4]; la incluimos con
cotas explicitas para el término de correccion.

Proposicion 11. Sea (m;);>o la sucesion de impares de una drbita de Collatz, de-

finida por
Mitl = S0 Bmit)
Entonces, para todo k > 1,
k—1
log, my = logy mo + klogy 3 — Z ve(3m; + 1) + e,
i=0
donde
k—1 k— k—1
1 1 1 1
= 1 0 — < —.
o ;0g2< mi)> ’ 2222 +1— 32 &,

Demostracion. Tomando log, en la recurrencia,

logy mit1 = logy(3m; + 1) — va(3m; + 1)

1
= log, 3 + log, m; + log, (1 + 3m ) —vp(3m; + 1).

Sumando esta igualdad para ¢ =0,...,k — 1y telescopando se obtiene la identidad
del enunciado, con g positivo por ser suma de logaritmos de ntimeros mayores que
1. La cota superior se sigue de In(1 + z) < x para > 0, aplicada a = = 1/(3m;).
La cota inferior se sigue de In(1+ z) > x/(1 + z) para x > 0, que en z = 1/(3m;)
da logy(1 +1/(3m;)) > 1/((3m; + 1) In 2). O

7



En términos de un solo paso,

i 1
log2erl =log,3 —v; + 0, Om, :log2(1+—).
™m; 3m

(2

La suma de estos incrementos para ¢ < k es
din .
logy my. — logy mo = —S.™ + &;

la suma de sus partes principales log, 3 — v; es exactamente —S{¢". Para m = 1 se
tiene 6; = logy(4/3) = 2 —log, 3 ~ 0.415, que no es despreciable; la coincidencia
con la deriva del modelo no es casual, pues 1 es punto fijo con v = 2 y, por tanto,
0=1logy,3 —2+d.

1 1
SmiT = 1mo las cotas de

Observacion 12. Como los términos de €5, son positivos y
la Proposicion 11 dan la equivalencia

1
k)L converge <— — < X0
(ex) 2; <o

y en ese caso el limite es a lo sumo 31—112 > 1/m;. La condicion m; — oo no basta
por st sola: para una sucesion arbitraria, m; — oo no implica Y 1/m; < oo (basta
pensar en m; = i). En el extremo opuesto, si la orbita alcanza 1 y se prolonga la
sucesion, €y, crece linealmente, a razon de logy(4/3) por paso; esta es otra razon para
detenerla en T(n).

Corolario 13. Con la notacion de la Proposicion 11,

log, my, = log, mg — SI™ + ..

Asi, Sdim determina, salvo la correccién positiva y explicitamente acotada ey, el
logaritmo (con signo cambiado) del tamano relativo de la orbita: registra el balance
entre el crecimiento multiplicativo por 3 (uniforme, + log, 3 en cada paso impar) y
la contraccion por la valoracion 2-adica (variable, —v;). En particular, en k = 7(n)
se tiene Sféfl) = logyn + €7¢,). El modelo del Problema 9 se detiene, en cambio,
cuando S¢™ > log, n: usa la aproximacion principal y omite la correcciéon positiva
ex, que la orbita real sf incorpora. Como S no estd centrada respecto de E[v] = 2,
la variable adecuada para las estadisticas de amplitud es S¢* = S3in — k(2 —log, 3).

4 Conclusion

El vinculo entre el problema de Mahler y la conjetura de Collatz es antiguo y esté
bien documentado. Esta nota no pretende establecer un puente formal entre ambos
problemas, sino senalar que los dos estan asociados a un crecimiento de factor basico
3/2 —exacto en la o6rbita multiplicativa de Mahler, acompanado de un término
aditivo y de reducciones 2-adicas variables en Collatz— y que cada uno controla
ese crecimiento con un mecanismo distinto: una reduccién aditiva moédulo 1, que
en el nivel entero se traduce en prohibiciones sobre los patrones de paridad de
las orbitas de M(n) = [3n/2], y una reducciéon multiplicativa por potencias de 2
aritméticamente seleccionadas.



En el lado de Collatz, la independencia exacta en densidad de las valoraciones en
ventanas iniciales (Proposicion 7) implica que las estadisticas de ventanas iniciales
de longitud fija no pueden distinguir, en densidad, la dindmica de Collatz del mo-
delo independiente. El Problema 9 propone un primer experimento con estadisticas
de orbita completa, que quedan fuera de ese alcance. Que exista alguna relaciéon
cuantitativa con {2(3/2) es una pregunta abierta.
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