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Resumen

Se estudian dos aplicaciones F} y F5 definidas sobre el escenario extendido X =
ZU(Z+ %) Se prueba que F; despliega cada paso del operador impar de Collatz T en un
descenso dentro de la fibra de T seguido de un puente, y que el descenso tiene longitud

exacta [va(3m + 1)/2] — 1. El retorno de F; a los impares es una aplicacién H de tres

ramas afines, de factores %, % y %, cuyas orbitas contienen como subsucesion las 6rbitas de

T.

El resultado central es que F5 es conjugada a H mediante x — 4x + 1. En consecuencia,
la convergencia de F» al 0 desde todo estado positivo equivale a la conjetura de Collatz.
La normalizacién que fija los divisores de cada rama no elimina, pues, ninguna dificultad
del problema: convierte la profundidad variable del colapso 2-adico en un nimero variable
de pasos.

1. Introduccion

Se emplea la notacién del escrito anterior de este capitulo [1]: T" es el operador impar de Collatz,
M={m#5 (mbd 8)} la fila principal, £ = {m =5 (mdd 8)} la fila complementaria y, para
cada impar n coprimo con 3, la fibra T71(n) = {z4},>1 estd generada desde la preimagen
de colapso minimo x; = P(n) € M por 11 = 4z + 1. Se recuerda ademés que si m = xy,
entonces v2(3m + 1) vale 2k o 2k — 1 segiin que n sea = 1 0 =2 (mdbd 3); en ambos casos

k= [v2(372n+1)—‘ ‘

Se introducen dos aplicaciones sobre el escenario extendido. La primera, Fi, hace visibles los
mecanismos del operador T por separado: el descenso dentro de una fibra y el paso de una
fibra a la siguiente. La segunda, F5, fija los divisores de cada rama. El objetivo es determinar
con exactitud qué relacién guardan ambas con T.

2. El escenario extendido

Definicién 2.1. Llamamos escenario extendido al conjunto X = Z U (Z + %) = %Z. Sus

elementos son de tres tipos: enteros pares, enteros impares y semienteros.

Los semienteros no son un artificio: aparecen en cuanto se divide por 4 un impar = 3 (méd 4),
y ambas formulaciones los necesitan.



3. La Funcion 1: descenso en la fibra y puente

Definicién 3.1 (Funcién 1).

3x+1, =z € Z par,
rz—1

Fi(x) = 1 2 € 7Z impar,

6r+2, xE€Z+1.

Lema 3.2 (Tipo de la imagen de un impar). Sea m impar. Entonces Fi(m) = (m —1)/4 es

1. un entero impar sim =5 (mod 8), es decir st m € &;
2. un entero par si m =1 (mbd 8);

3. un semientero si m =3 (méd 4).
Ademds, las imagenes por Fy de enteros pares y de semienteros son enteros impares.

Demostracion. Sim =8j+5, (m—1)/4=2j+1;sim=8j+1, (m—1)/4=2j;sim =4j+3,
(m—l)/4:j+%. Si x es par, 3x + 1 es impar; si:vzj%—%, 6 +2 =165+ 5 es impar. [

Comentario 3.3. En particular, F; no actia sobre N sin salir de él: produce semienteros sobre

la clase m = 3 (mdéd 4), que tiene densidad % entre los impares. El escenario natural de F} es
X.

La aplicaciéon = — (x — 1)/4 es la inversa del generador de fibras = — 4z + 1. Esto da el
significado de F}.

Teorema 3.4 (Descomposicién de un paso de T'). Sea m un impar positivo, v =ve(3m +1) y
k= [v/2], de modo que m = x}, es el término de posicion k de la fibra de T'(m). Entonces:

1. Flj(m) =1z para 0 < j <k —1, y todos esos términos son impares;
2. FF(m) es un entero par si x1 =1 (méd 8) y un semientero si r1 = 3 (mod 4);

3. FF(m) = T(m).

El descenso dentro de la fibra tiene, por tanto, longitud eracta k —1 = [v2(3m +1)/2] — 1, y
el puente hacia T'(m) consta de dos pasos.

Demostracion. Como z;41 = 4x; + 1, se tiene (x;41 — 1)/4 = x;, lo que da el punto 1. Los x;
coni>2estan en £ y x1 € M [1], lo que, por el Lema 3.2, confirma que el descenso sélo se
detiene en z1 y da el punto 2.

Para el punto 3, si x1 = 8j + 1 entonces Fy(z1) =2j y F1(25) =6j+1=T(x1);six; =45+3
entonces Fy(z1) =j+ 3y Fi(j+3) = 6j+5 = T(z1). En ambos casos T'(21) = T((m), porque
x1 y m estan en la misma fibra. O

Ejemplo 3.5. Para m = 229 se tiene 3m + 1 = 688 = 2% .43, luego v = 4, k = 2 y 229 es
el segundo término de la fibra de 43. En efecto, F1(229) = 57 (descenso), F1(57) = 14 y
F1(14) = 43 (puente).



Observacion 3.6 (Tipo del puente). El tipo del estado intermedio del puente depende sélo de
la paridad de vo(3m + 1): F{¥(m) es un semientero si va(3m + 1) es impar y un entero par si es
par. Equivalentemente, el puente de m a T'(m) pasa por un semientero si y sélo si T'(m) = 2
(méd 3).

En particular, los semienteros que produce F no son términos de la 6rbita de T": son, como los
enteros pares intermedios, el estado intermedio de un puente entre dos impares consecutivos.

Demostracion. Como m = zy y xiy1 = 4x; + 1, se tiene 3x;41 + 1 = 4(3z; + 1), luego
v2(3m+1) = va(3x1 +1) +2(k — 1), que tiene la paridad de va(3z1 + 1). Por el Teorema 3.4, el
puente pasa por un semientero si 1 = 3 (méd 4), es decir si va(3z1 + 1) = 1, y por un par si
x1 =1 (mdd 8), es decir si va(3z1 + 1) = 2. La equivalencia con T'(m) (méd 3) es la relacién
entre v2(3m + 1) y la clase de T'(m) médulo 3 recordada en la introduccién. O

Ejemplo 3.7 (La érbita de 23). La 6rbita de 23 bajo Fj es

23, 11,35, 11,53, 13,3, 3,5, 1,0, 1, ...

y recorre la 6rbita 23,35,53,5,1 de T. Cada paso de T se descompone como indica el Teore-
ma 3.4:

Pasode T wv2(3m+1) k  Descenso  Puente T(m)mdd 3
23 — 35 1 1 — por 5,5 2
35— 53 1 1 — por 8.5 2
53 = 5 ) 3 883 —=13—+3 por0,5 2

5—1 4 2 5—1 por 0 1

Los ntimeros 3, 13,53 son los tres primeros términos de la fibra de 5, y 1,5 los dos primeros de
la fibra de 1. Los tres primeros puentes pasan por semienteros y el tltimo por el entero par 0,
de acuerdo con la Observacién 3.6. En el tltimo paso el 1 aparece dos veces: primero como
x1 = P(1), final del descenso 5 — 1, y después como T'(5) = 1, tras el puente 1 — 0 — 1. La
Figura 1 muestra la érbita sobre la tabla de los niimeros m - 2%.

Observacion 3.8 (Rachas de puentes por semientero y bloques triangulares). Llamamos paso
(0,s) a un paso de T sin descenso y con puente por semientero, es decir, con va(3m + 1) = 1,
o equivalentemente m = 3 (méd 4). Sea A impar, n = va(A+ 1), A+ 1 = 2"u con u impar,
B =3"u—1yr=uwvy(B) > 1. Entonces la 6rbita de A bajo T empieza con n — 1 pasos (0, s),

TI(A) =32" Ty —1, 0<j<n-—1,

seguidos de un paso de valuacién va(3T"1(A) +1) =r+1> 2, que lleva a T"(A) = B/2".
Como cada impar inicia una racha de este tipo, toda érbita de T se descompone de manera
unica en rachas maximales de pasos (0, s), de longitudes vy(A+1) — 1, cada una cerrada por un
paso de valuacién mayor o igual que 2. Estas rachas son exactamente los bloques triangulares
de altura n = va(A + 1) de [2].

Demostracion. Con A; = 372m=Jy—1 se tiene 3A;+1 = itlgn=iy_9 = 2A;41. Para j <n-—2,
Ajq1 es impar, luego v2(34;+1) =1y T(A;) = Aj4q. Para j =n—1,34,_1+1 =24, =2B,
luego su valuacion es 1 +r y T'(A,—1) = B/2". O



Ejemplo 3.9. Para A = 23 se tiene n = v2(24) = 3 y u = 3: la érbita empieza con los dos
pasos (0, s) 23 — 35 — 53, cuyos puentes son 1—21 y %, y los cierra el paso 53 — 5, de valuacion
5=r+1,pues B=23%-3—1=280=2% 5. Es la racha de las dos primeras filas de la tabla del
Ejemplo 3.7, y corresponde al triangulo 24 — 12 — 6 — 3 — 9 — 27 — 81 de altura 3.

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53

k=2 4112120 28|36 |44 | 524601 68 76|84 |92 100|108 116|124 132|140 |148|156|164|172|180|188 196|204 |212

k=1 2 | "¢ | 10 | 14|18 | 22-126 | 30 | 34 38142 | 46 | 50 | 54 | 587 62 1-66-|-70 | 74 78 | 82| 86 | 90 | 94 | 98 |102|106
29

| 31 133==35 | 37 | 39 | 41 | 43 | 45 | 47 | 49 [ 5153

k=0 3 s | 7|9 || 15| 7|19 [ 21723 | 25 | 27

T

85195 H0;51TT,5(12,5(13,5|14,5|15,5|16,5|17,5(18,5(19,5|20,5|21,5|22,5(23,5|24,5(25,5|26,5

k=—1 |0571,5]25|35]|4,5|5%+6:5175]

Figura 1: Orbita de 23 bajo F} sobre el escenario extendido. Para hacer visible la geometria
tabular, cada paso m +— (m — 1)/4 se representa mediante dos movimientos auxiliares: de m a
m — 1 (trazo discontinuo), seguido de un descenso de dos niveles desde m — 1. Los retornos
impares de F; son 23,35,53,13,3,5,1. Los semienteros 5,5, 8,5 y 0,5 actian como puentes,
respectivamente, en 23 — 35, 35 — 53 y 3 — 5. El tramo 53 — 13 — 3 es el descenso
dentro de la fibra de 5, de modo que el paso 53 — 5 de T' queda desplegado por F; como
53 - 13 —» 3 — 0,5 — 5. Andlogamente, 5 — 1 es el descenso dentro de la fibra de 1.
Eliminando los descensos internos de las fibras y los estados de puente se recupera la érbita
del operador impar de Collatz, 23,35,53,5,1. El punto fijo H(1) = 1 corresponde en Fj al
ciclo 1 — 0 — 1; el 0, al no poseer ntcleo impar, queda fuera de la representaciéon tabular por
columnas.

3.1. El retorno a los impares

Por el Lema 3.2, desde cada impar la érbita de F} vuelve a un impar en uno o dos pasos. Esto
define el retorno impar de F}.

Proposiciéon 3.10 (Los tres regimenes). Sea H(m) el primer impar que la orbita de Fy visita
después de m. Entonces

3m—|—1’ m=3 (méd4),

1
H(m) = 3m4+ . m=1 (méd8),
mT—1’ m=5 (mdd ).

Demostracion. Es la composiciéon de los casos del Lema 3.2 con la rama correspondiente de
Fi:sim=4j+3, Hm)=6j+5=B8m+1)/2;sim=8j+1, Him)=6j+ 1= (3m+1)/4;
sim=8j+5 Him)=2j+1=(m—1)/4. O

Cuadro 1: Regimenes del retorno impar H.

Clase de m H(m) Factor asintético Densidad entre los impares
m=3 (méd 4) (3m+1)/2 3/2 1/2
m=1 (méd 8) (Bm+1)/4 3/4 1/4
m=5 (méd 8) (m—1)/4 1/4 1/4




Los dos primeros regimenes son pasos de T’ (con va(3m + 1) =1 y = 2); el tercero es un paso
de descenso dentro de una fibra y no altera el valor de T'. Sélo el primero es expansivo.

Comentario 3.11 (Correccién a la versién anterior). La versién anterior de este escrito daba
como regimenes 3m — 1, (3m —1)/2 y (m — 3)/8, mezclando en los célculos la variable m con
un pardmetro n tal que m = 2n — 1. Esas férmulas no corresponden a F;. Ademds, calificaba
de «contracciéon moderada» a (3m — 1)/2, que es mayor que m para m > 1. Los regimenes
correctos son los de la Proposicion 3.10.

Corolario 3.12 (Las 6rbitas de H contienen las de T"). Sea m un impar positivo. La orbita de m
bajo H contiene la érbita de m bajo T como subsucesion, y entre dos términos consecutivos m’
y T(m') de esta ultima hay exactamente [va(3m’+1)/2] pasos de H, cuyos valores intermedios
estdn comprendidos entre P(T(m')) y m’. En consecuencia:

1. la orbita de m bajo H llega al 1 si y solo si la llega la orbita bajo T';

2. la orbita bajo H estd acotada si y solo si lo estd la orbita bajo T';

3. H tiene un ciclo en los impares positivos distinto de {1} si y sdlo si lo tiene T.
Demostracién. Por el Teorema 3.4, desde m’ = x, la Orbita de H recorre Tp_1,...,71 y
después T'(m'): son k pasos por valores decrecientes entre m’ y z; = P(T(m’)). Esto da la
primera parte. Los puntos 1 y 2 se siguen de que las inserciones son finitas y estan acotadas
por el término de T" que las precede, y de que H(1) = 1. Para el punto 3, un ciclo de 7" induce
un ciclo de H que lo contiene; y reciprocamente, la 6rbita bajo 1" de un elemento de un ciclo

de H toma un nimero finito de valores dentro de ese ciclo, luego desemboca en un ciclo de T’
contenido en él, que no puede ser {1} salvo que el ciclo de H sea {1}, pues H(1) = 1. O

4. La Funcién 2 y la conjugacion

Definicién 4.1 (Funcién 2).

3
%, x € Z par,
—1

Fy(x) = x4 , x € Z impar,
6 1
T , SL‘EZ-F%.

A diferencia de Fp, cada rama de F3 lleva incorporado un divisor fijo: no hay pasos expansivos
seguidos de un colapso de profundidad variable. El resultado siguiente muestra que, pese a
ello, F5 es la misma dindmica que el retorno impar de F.

Teorema 4.2 (Conjugacién). La aplicacion ®(x) = 4z + 1 es una biyeccion de X sobre el
conjunto de los enteros impares, que lleva los estados positivos de X a los impares > 3 y el 0

al 1, y cumple
bPoFy=Hod.

Ademds, ® lleva los enteros pares a la clase m = 1 (méd 8), los enteros impares a la clase
m =5 (méd 8) y los semienteros a la clase m =3 (méd 4).



Demostracion. Como X = %Z, 4x + 1 recorre exactamente los impares. Si x = 27, entonces
P(x)=8j+1y H@Bj+1)=6j+1=4-3+1 Siz=2j+1, entonces ®(z) =8j+5y
H(8j+5)=2j+1=4-214+1.Siz=j+3, entonces ®(z) =45 +3y H(4j+3) =6j+5=
4.5 41, O

Corolario 4.3 (Equivalencia con la conjetura de Collatz). Para todo estado positivo x € X,
la orbita de x bajo Fy alcanza el 0 si y sélo st la orbita de 4x + 1 bajo T alcanza el 1. En
consecuencia, las afirmaciones

1. toda orbita positiva de Fy alcanza el 0,

2. toda orbita del operador impar T alcanza el 1

son equivalentes; y Fy tiene orbitas positivas no acotadas, o ciclos positivos distintos del punto
fijo 0, si y solo si los tiene T.

Demostracién. Por el Teorema 4.2, la érbita de  bajo Fy es la imagen por @1 de la 6rbita
de 4z + 1 bajo H, y ®(0) = 1. Basta aplicar el Corolario 3.12. Todo impar positivo es 1 o de la
forma 4x + 1 con = > 0 en X, luego la condiciéon cubre a todos los impares. O

Comentario 4.4 (Qué hace la normalizacién). El Teorema 4.2 precisa el efecto de fijar los
divisores. En T, la profundidad vy (3m + 1) del colapso es variable y no acotada. En F» cada
paso divide por una cantidad fija, y la profundidad reaparece como numero de pasos: por el
Corolario 3.12, un paso de T de profundidad v se convierte en [v/2] pasos de F,. Nada se
pierde en la traduccién.

Los tipos de estado de F» tienen, por la tltima parte del teorema, un significado preciso: un
semientero corresponde a un paso de T' con vy = 1, un entero par a un paso con vy = 2, y un
entero impar a un paso de descenso dentro de una fibra. La versién anterior de este escrito
relacionaba los semienteros con la clase m =5 (mdéd 8); la correspondencia correcta es con
m =3 (méd 4).

Conviene no confundir este papel con el de la Observacion 3.6: en F} un semientero es el estado
intermedio de un puente, mientras que en F5 es un estado que, via ®, representa a un impar
m =3 (méd 4).

3 1

Ejemplo 4.5. Para x = 5, es decir m = 7: la 6rbita bajo F» es %, g, 4, 3, 5, 1, 0, y su imagen
por ® es 7, 11, 17, 13, 3, 5, 1. Se reconoce la 6rbita 7,11,17,13,5,1 de T con un paso de
descenso insertado entre 13 y 5, pues 13 es el segundo término de la fibra de 5, cuyo primer
término es 3.

5. Conclusion

Las dos formulaciones no separan mecanismos independientes del operador de Collatz: lo
reescriben. I} despliega cada paso de T' en un descenso dentro de su fibra, de longitud exacta
[v2(3m + 1)/2] — 1, seguido de un puente de dos pasos; su retorno a los impares tiene tres
regimenes, de factores %, % y %. F5 es conjugada a ese retorno mediante x — 4z + 1.

La conclusién de la versién anterior de este escrito era que, al separar o normalizar los
mecanismos, la complejidad caracteristica de Collatz no se preserva. Es falsa: la convergencia
global de F, equivale a la conjetura de Collatz (Corolario 4.3). Lo que la normalizacién cambia



es dénde queda registrada la dificultad: la profundidad variable del colapso 2-4dico pasa a ser
una duracion variable. El escrito siguiente estudia Fb en forma entera y prueba sobre ella los
resultados que admite, que deben leerse, en virtud de la conjugacién, como resultados sobre
una aceleracién del operador de Collatz.
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