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Resumen

Para cada n > 1, la regularizacion de paridad F — E (E impar), £ — E+ 3" (E
par), aplicada a los enteros 1 < E < 3™ no divisibles por 3, define una multiplicidad
my,(r) sobre las 128 clases impares » modulo 256. Se demuestra que esa regularizacion
es una biyeccion sobre los impares D < 2-3"™ coprimos con 3, lo que reduce m,,(r) a un
conteo de dos clases residuales moédulo 768 en un tinico intervalo. De ahi se obtienen,
sin ningun calculo por casos ni verificacién por ordenador: la periodicidad afin exacta

3n71(332 _ 1)

Mp+32 (’I’) = Mn (T) + 64

para todo n > 1 y todo r impar, su generalizacién a cualquier médulo 2% con k > 4,
y una clasificacion explicita y completa de la distribuciéon normalizada en funcién del
tinico parametro u, := 3"~ méd 128. En particular, max, m, (r) — min, m,(r) = 2 si
y solo si 43 < u,, < 85, y en ese caso exactamente 84 clases toman el valor intermedio.

1. Introducciéon

Para cada entero n > 1, los enteros 1 < E < 3™ no divisibles por 3 se distribuyen de
forma desigual entre las clases residuales modulo 256. Esta nota estudia esa distribucion
mediante una regularizacion de paridad que concentra toda la informacion en las 128 clases

Do(E) = E, FE impar,
" T\ E+ 3", FE par.

impares:

Como 3" es impar, D, (E) es siempre impar. Se define la multiplicidad
mp(r) =#{E: 1< E<3", 3{E, Dy(F)=r (mdd 256)}, r impar.

Escribiendo U, (p) == #{1 < E < 3": 3t E, E = p (mdd 256)} y s, := 3" méd 256,
se tiene la expresion equivalente my(r) = Up(r) + Un(r — s,), donde el primer sumando
cuenta los E impares de la clase r y el segundo los E pares que, al sumarles 3" = s,,, caen
en ella.

Para n = 7 (37 = 2187), la multiplicidad toma solo dos valores consecutivos, 11 y
12: exactamente 78 clases reciben el minimo y 50 el maximo. La pregunta natural es qué
ocurre para n arbitrario. La respuesta completa se obtiene de una observaciéon elemental
(Proposicion 1): D,, transforma el problema en un conteo sobre un tnico intervalo.

Motivacién. En la dindmica de Collatz intervienen a la vez las potencias de 3 y las
de 2: tras k pasos de la aplicacién T', de los cuales j son impares, la iteracion es afin,
T*(z) = (392 +¢) /2%, y el comportamiento de estas aplicaciones sobre las clases residuales



depende de los restos de 37 médulo potencias de 2. Esta nota estudia un aspecto concreto
de esa interaccion: como se reparten, entre las clases impares modulo 2%, los representantes
canénicos 1 < E < 3" de las unidades modulo 3" tras la regularizacion de paridad. Los
resultados son de aritmética elemental y no tienen, por si mismos, ninguna consecuencia
sobre la conjetura de Collatz.

2. La biyecciéon de regularizaciéon

Proposicion 1. Para todo n > 1, D,, es una biyeccion entre {1 < E < 3" : 31 E} y
{1<D<2-3": D impar, 31D}. En consecuencia,

mu(r)=#{1<D <2-3": D=r (mbd 256), 31 D}.

Demostracion. Los E impares se aplican en si mismos, cubriendo los impares de [1,3").
Los E pares se aplican en E + 3" € (3",2-3"), que es impar, y £ — E + 3" es una
biyeccion entre los pares de [1,3™) y los impares de (3",2-3™). Como 3 | 3", 31 E siy
solo si 31 E + 3™. El tnico impar de [1,2 - 3™) no alcanzado es 3", que es multiplo de 3.
Finalmente, D = r (méd 256) con r impar ya fuerza que D sea impar, de modo que la
condicion de paridad es redundante en la féormula final. O

Corolario 2 (Conservacién de la masa). > . ;... mn(r) = p(3") =2- 3n-1,

3. Reduccion a un conteo modulo 768

Como 256 = 1 (méd 3), para cada r impar con 1 < r < 255 los tres levantamientos r,
r 4 256, r 4+ 512 recorren las tres clases modulo 3, y exactamente uno es miltiplo de 3. Sea

A(r) :=A{x € {r, r + 256, r + 512} : 31{zx}, #A(r) = 2.
Asi, D =r (méd 256) y 31 D equivale a D méd 768 € A(r).
Definicién 3. Para n > 1 se escribe u, := 3"~! méd 128 y
23" =768Qn, + Ry, 0< R, <T768.
Como 2-3" =6-3""1 y 768 = 6 - 128, se tiene

3n71
128

(Qn:: { J, fLLZZGUn.

En particular R, =0 (méd 6), R,, # 0 (pues uy, es impar) y R,, ¢ {256,512}.
Lema 4 (Formula de conteo). Para todo n > 1 y todo r impar, 1 < r < 255,
mu(r) =2Qn + #{x € A(r): = < R,}.

Demostracion. Se divide [1,2 - 3™) en los @, bloques completos [7685 + 1, 768(j5 + 1)],
0 <j < Qn,y el resto [7T68Q, + 1, 768Q,, + R, — 1]. Cada bloque completo contiene

exactamente un representante de cada clase modulo 768, luego aporta #A(r) = 2. En
el resto, los enteros son 768Q, + x con 1 < x < R,, — 1, y se cuentan los que cumplen
xz € A(r). O



4. Periodicidad afin exacta

Teorema 5 (Periodicidad afin exacta). Para todo n > 1 y todo residuo impar r mddulo
256,
3n—1(332 _ 1)

mn+32(r) = mn(r) + 64

Demostracion. Como ordjog(3) = 32, se tiene 332 = 1 (méd 128), luego uni32 = up y
R,432 = R,. Por el Lema 4, el término #{z € A(r) : + < R,} es el mismo en n y en
n+32,y

3n+31 _ 3n—1 _ 3n—1(332 _ 1)
128 64 ’

Mn+32(r) — Mp (1) = 2(Qnyse — Qn) =2

donde la segunda igualdad usa que 3"3! y 3"~! tienen el mismo resto u,, médulo 128. [

Observacion 6. La igualdad 332 = 1 (m6d 128) se sigue de 332 = 129 (méd 256) (cuadrados
sucesivos: 3% = 161, 316 = 65, 332 = 129), o bien de v2(3%" — 1) = m + 2 para m > 1, que
con m = 5 da v2(3%2 — 1) = 7. En particular 332 = 1 (méd 128) pero 332 # 1 (méd 256),
de modo que ordjag(3) = 32 y ordase(3) = 64.

El mismo argumento funciona para cualquier potencia de 2.

Teorema 7 (Moédulo 2% general). Sea k > 4, P := 2873, y definase m) (r) como my(r)
con 256 sustituido por 2%. Entonces, para todo n > 1 y todo r impar,

k 3n—1(3F —1)

2lp(r> =mP(r) + o2

Demostracion. La Proposicion 1y el Lema 4 valen sin cambios con 768 sustituido por 3-2*
y 128 por 2¥71: el resto es R, = 6 (3"~! mdd 2¢1). Como ordgs—1(3) = 2873 = P para

k > 4, se tiene R, +p = Ry, y la diferencia vale 2(Qn+p — Qn) = 2 %. O

5. Clasificacion completa del dominio fundamental

Sea e,(r) := my,(r) —ming m,(x) la distribucion normalizada, y sea A,, := méax, e,(r).
Por el Lema 4, e, depende de n solo a través de R,, = 6u,, es decir, solo a través de
u, = 371 méd 128. El siguiente teorema la describe completamente.

Teorema 8 (Clasificacion). Sea n > 1 y u = u, = 3" ! mdd 128. Para r impar,
1 <r < 255:

(A) Siu <42 (es decir, R, < 256): e,(r) = 1[r < 6u, 3{r]. Hay 2u clases con e =1y
128 — 2u con e = 0; A, = 1.

(B) Si43 <u < 85 (es decir, 256 < Ry, < 512), con t := 6u — 256: e,(r) =2 sir <ty
r=1(méd 6); e,(r) =0sir >t yr =3 (méd 6); e,(r) =1 en los demds casos.
Hay u — 42 clases con e =2, 86 — u con e = 0 y exactamente 84 con e =1; A, = 2.

(C) Siu > 86 (es decir, Ry, > 512), cont' := 6u—512:e,(r) =1sir <t or =1 (mdd 6);
en(r) =0 en los demds casos. Hay 2u — 128 clases con e = 1 y 256 — 2u con e = 0;
A, =1.

Demostracion. Sea c,(r) = #{x € A(r) : * < R,}. Se usa repetidamente que, pa-
ra r impar, r = 1,3,5 (méd 6) segin r = 1,0,2 (méd 3), y que r + 256 = r + 1,
r+512=17r+2 (mdd 3).



Caso (A). Como R, < 256, solo el levantamiento x = r puede ser menor que R,, y
pertenece a A(r) si y solo si 3 1 7. Asi ¢,(r) = 1[r < Ry, 3t r]. El valor 0 se alcanza
(por ejemplo en r = 3), luego e, = ¢,. Entre los 3u impares menores que R,, = 6u hay
exactamente v multiplos de 3, de modo que #{e = 1} = 2u > 2.

Caso (B). Ahora r < R,, siempre, r + 512 > 512 > R, nunca cuenta, y r + 256 < R,
si y solo si r < t. Por tanto

ca(r) =134 +1[r <t]-1[34r +256] = 1[r £ 0] + 1[r < t]-1[r £ 2] (mdd 3).

Sir >t cy(r) =0parar =0y 1en otro caso. Si r < t: ¢,(r) =2 parar =1 y 1 para
r = 0,2. El valor 0 se alcanza en r = 255 (pues t < 6 - 85 — 256 = 254), asi que e, = ¢,.
Escribiendo ¢ = 6(u —43) + 2, los r = 1 (m6d 6) menores que ¢ son 1,7,...,6(u —43) + 1,
en numero u — 42 > 1; los r = 3 (méd 6) con t < r < 255 son 67 + 3 con u — 43 < i < 42,
en namero 86 — u. El resto, 128 — (u — 42) — (86 — u) = 84, tiene e = 1.

Caso (C). Ahora r, r + 256 < R,, siempre, y r + 512 < R, siy solosir <t'. Sir <,
los tres levantamientos cuentan y ¢, (r) = 2. Si r > ¢, falta solo r + 512, que esta en A(r)
siy solo si r # 1 (méd 3); asi ¢,(r) =2 parar =1y 1 en otro caso. El valor 1 se alcanza
en r = 255 (pues t' < 6-127 — 512 = 250), luego e, = ¢, — 1. Escribiendo t' = 65 + 4 con
j = u—86, hay 3j+2 impares menores que t’, y los 7 = 1 (méd 6) con ¢’ < r < 255 son 6i+1
con j+1<i <42 en namero 42 — j. En total, #{e =1} =2j+44 =2u— 128 > 44. [

Corolario 9 (Los once casos con A, = 2). A, =2 si y solo si 43 < 3"~ méd 128 < 85.
En el blogue n = 32,...,63 esto ocurre exactamente para

n=0,5,14,17,18,19,22,24,28,29,31 (méd 32),
y en todos ellos el nimero de clases con en(r) =1 es 84.

Corolario 10 (Periodo minimo). La distribucion normalizada (e, (1)), tiene periodo exac-
tamente 32 en n. En efecto, depende solo de u,, que tiene periodo 32; y no tiene periodo
16, pues Ago = 2 (u = 43) mientras que Ay = 1 (u = 107). Todo divisor propio de 32
divide a 16.

Ejemplo 11. Para n = 7: u7 = 3% méd 128 = 89, caso (C). Hay 2 -89 — 128 = 50 clases
con el valor maximo y 256 — 178 = 78 con el minimo. Con Q7 = |729/128| = 5, los valores
son 2Q7 +1 =11y 207 +2 = 12.

Tabla del dominio fundamental

La tabla siguiente recoge, para n = 32+ k con 0 < k < 31, el residuo s, = 3" mdd 256,
el pardmetro u,, el caso del Teorema 8, A, y el numero de clases con cada valor de e,.
Todas las entradas se obtienen de las férmulas cerradas del Teorema 8.



k s, u, caso A, e=0 e=1 e=2 k s, u, caso A, e=0 e=1 e=2
0 129 43 B 2 43 84 1 16 193 107 C 1 42 86 -
1 131 1 A 1 126 2 - 17 67 65 B 2 21 84 23
2 137 3 A 1 122 6 - 18 201 67 B 2 19 84 25
3155 9 A 1 110 18 — 19 91 73 B 2 13 84 31
4 209 27 A 1 74 54 — 20 17 91 C 1 74 54 —
5 115 81 B 2 5 8 39 21 51 17 A 1 94 34 -
6 89 115 C 1 26 102 - 22 153 51 B 2 35 84 9
7 11 89 C 1 78 50 - 23 203 25 A 1 78 50 -
8 33 11 A 1 106 22 - 24 97 75 B 2 11 84 33
9 99 33 A 1 62 66 - 25 35 97 C 1 62 66 -
10 41 99 C 1 58 70 - 26 105 35 A 1 58 70 -
11 123 41 A 1 46 82 - 27 59 105 C 1 46 82 -
12 113 123 C 1 10 118 - 28 177 59 B 2 27T 84 17
13 83 113 C 1 30 98 — 29 19 49 B 2 37 84 7
14 249 83 B 2 3 84 41 30 57 19 A 1 90 38 —
15 235 121 C 1 14 114 — 31 171 57 B 2 29 84 15

6. Observaciones finales

Observacion 12 (Qué parametro gobierna la distribucion). Toda la estructura de my(r)
esta controlada por la posicién de R, = 2 - 3" mdd 768 respecto de los cortes 256 y 512.
La periodicidad 32 es simplemente el periodo de 3"~ médulo 128, y la constante afin es el
ntmero de bloques completos de longitud 768 que se afiaden al pasar de 2 - 3" a 2 - 37132,
Los valores que toma u,, son los 32 elementos del subgrupo (3) C (Z/128Z)*, es decir, los
residuos =1 0 3 (mdd 8).

Observacion 13 (El invariante 84). En el caso (B), la cantidad
#{r<t: r=1(méd 6)} +#{r>t: r=3 (mbd 6)}

no varia al desplazar ¢ en 6 unidades: cada paso anade un r = 1 al primer conjunto y retira
un r = 3 del segundo. Como ademés t = 2 (mdéd 6) siempre, esa cantidad vale siempre 44,
y 128 — 44 = 84.

Problema 14. Extender el Teorema 8 a modulos 2F arbitrarios. Los ingredientes son
los mismos, pero para k impar se tiene 2¥ = 2 (méd 3), los cortes caen en clases distintas
modulo 6, y aparecen casos frontera en los extremos del régimen central que no se presentan
para k = 8.

A. C(Cobdigo de comprobaciéon

La demostracion anterior no requiere calculo. El siguiente programa (Python 3) sir-
ve como control independiente: contrasta la férmula de conteo con la definicién original
Un(r) + Up(r — sy,) por enumeracion directa para n < 11, y las féormulas del Teorema 8 con
el Lema 4 para 1 <n < 70.

def U(n, rho, mod=256):
return sum(l for E in range(rho, 3**n, mod) if E % 3)

def m_def(n, r, mod=256):
x = (r - pow(3, n, mod)) % mod or mod
return U(n, r, mod) + U(n, x, mod)



def m_conteo(n, r, mod=256):
Q, R = divmod(2 * 3**n, 3 * mod)
return 2*Q + sum(1 for x in (r, r+mod, r+2*mod) if x % 3 and x < R)

def clasif(n):
u=pow(3, n -1, 128)
if u <= 42: return (1, 128 - 2%u, 2%u, 0)
if u <= 85: return (2, 86 - u, 84, u - 42)
return (1, 256 - 2%u, 2*u - 128, 0)

assert all(m_def(n, r) == m_conteo(n, r)
for n in range(l, 12) for r in range(l, 256, 2))
for n in range(1l, 70):
v = [m_conteo(n, r) for r in range(l, 256, 2)]
e = [x - min(v) for x in v]
assert (max(e), e.count(0), e.count(1l), e.count(2)) == clasif(n)
print ("0OK")



