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Contexto

Sea F' el mapa de retorno del régimen rigido de la dindmica de Collatz, definido
sobre pares (¢,a) con £ > 0y a impar positivo por

K :=1,(3"a—1) +1,

38—}-1&_ 1 '
C = W, c 1mpar,
U =vy(c+1) -1,

, e+l
a.—w,

de modo que F(¢,a) = (¢',d).
La region privilegiada global es

P = U{E} X Py, Py := {a mdd 2L L B(l,a) > 0},

>1

donde E({,a) := v5(3"ta — 1) — .
Una pregunta natural para estudiar la invariancia de P bajo F' es:

¢ Eriste alguna informacion 2-ddica finita y uniforme sobre a que deter-
mine el signo de E({';a’)?

La presente nota responde negativamente a esta pregunta, de forma precisa.

Resultado principal

Proposicion 0.1 (No factorizacion residual de F'). Para ningin entero C' > 0 fijo
existe una funcion bien definida

o {(67 [a]2e+c) : (€7a> S P} — {+’ _}

tal que o({, [alyerc) = sign(E (¢, a’)) para todo (¢,a) € P.
En otras palabras, el signo de E({',a’) no estd determinado por la clase residual
de a modulo ninguna potencia de 2 uniformemente acotada en funcion de L.



Demostracion. Por la féormula de F', se tiene

3€+1 -1
c:%, K—1=u1,(3"a—1).

La clase [a]ym determina 3“'a méd 2™ y, con ello, ¢ méd 2™~ K= siempre que
m > K—1. Para conocer sign(E(¢', a’)) se necesita conocer E(¢',a’) = vy(3°a’'—1)—1',
lo que requiere determinar o’ méd 2¢+!, equivalentemente ¢ méd 2¢+2, equivalente-
mente @ méd 2K ~1H+2,
La profundidad requerida es pues K —1+¢+2. Dentro de cada clase privilegiada,
la condicion
3*la=1 (méd 2°)

admite infinitos levantamientos a = a} + k - 2, para los cuales la valuacion
v5(3"1a — 1) puede hacerse arbitrariamente grande mediante cancelaciones adicio-
nales. Por tanto K — 1 = 15(3“"ta — 1) y, con él, ¢ = vy(c+ 1) — 1 son ilimitados al
variar a en P: para cada C fijo existen (¢,a) € P con K — 1+ ¢ > ¢+ C, de modo
que [a]ye+c no contiene informacion suficiente para determinar sign(E(¢,a')). O

Observacion (Verificacion computacional). Se ha comprobado explicitamente para
¢ < 8 y muestras de tamano 6000 por nivel que el umbral m(¢) a partir del cual
[a]om determina sign(FE’) crece sin cota con el tamano de la muestra, confirmando
que no existe ningtn C' uniforme. En particular, el valor de ¢ observado para (¢, K)
fijos alcanza en los experimentos valores en el rango {0,1,...,14}, y no presenta
cota superior visible.

Consecuencia estructural

Corolario 0.2 (No-localidad 2-adica de F). El mapa de retorno F no desciende
a ningun cociente residual Z/2™Z con m uniformemente acotado. Dicho de otro
modo, F' es genuinamente no-local en el espacio 2-ddico Zs: la transicion desde
(¢,a) requiere informacion 2-ddica de profundidad esencialmente ilimitada.

Discusion 0.3 (Implicaciones para el programa de demostracion). Este resultado
negativo delimita con precision el obstaculo central del programa de no invariancia
de P.

Las aproximaciones que buscan una semifactorizacion de F' —es decir, una can-
tidad finita que, junto con la clase residual, controle sign(F’)— estédn condenadas
al fracaso si esa cantidad tiene profundidad uniformemente acotada. Lo que si pue-
de buscarse, y queda abierto, es una cantidad auxiliar de profundidad variable que
crezca de forma controlada con la propia orbita, por ejemplo en funciéon de K y ¢’ a
lo largo de la trayectoria.

Alternativamente, el resultado sugiere reformular el problema en términos 2-
adicos globales: en Zs, el mapa F' si esta bien definido y es continuo, y la pregunta
de invariancia de P podria tener una formulacién mas natural en ese marco.

En cualquier caso, la no-factorizacion residual uniforme de F' es un fenémeno real,
no un artefacto del método, y cualquier demostracion futura de la no invariancia de
P debera sortear o explotar este obstéaculo.

La pregunta orbital que queda abierta en este punto —si la profundidad 2-adica
requerida crece sin cota a lo largo de trayectorias concretas, o si por el contrario



la propia dindmica la regula— encuentra respuesta en la nota siguiente. Alli se
demuestra que la permanencia en P con ¢ > 1 se extingue geométricamente con
razon 1/3, lo que implica que las orbitas largas en P son exponencialmente raras y
de longitud finita, sin necesidad de ninguna cota uniforme de profundidad.



