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Resumen

El pardmetro k(p) € {0,...,g9— 1} es el tinico componente de la identidad
de sintesis que no estd determinado por la estructura de reciprocidad de A(p)
y B(p). Se demuestra que la restriccién fundamental k(p) - gh = k(p) (méd g)
convierte el mapa ¢ : k +— k- ghméd g en una aplicacién d-a-1 de Z/gZ
en § - (Z/gZ), donde § = ged(gh, g). El grado de libertad residual de k(p),
dado el observable x(p) = A(p) — B(p), es exactamente J: cuando 6 = 1,
k estd univocamente determinado por x; cuando § > 1, hay ¢ valores de k
compatibles con k. Este resultado completa el Teorema de recuperabilidad del
Escrito CXXIV y cuantifica con precision la indeterminacién residual de k(p).

1. La restriccién fundamental sobre k(p)

La identidad k(p) = k(p) - ¢h méd g (Escrito CXXIII) expresa el observable
k(p) = A(p) — B(p) méd g en términos del indice de seleccién k(p).

Definicién 1.1 (El mapa de restriccion). Sea @gpn4 @ Z/9Z — 7/gZ el mapa de
multiplicacion:
©qhg(k) =k-q-hméd g.

La restriccion sobre k(p) es oqnq(k(p)) = k(p).
Teorema 1.2 (Estructura de la fibra de k). Sea 6 = ged(q - h, g).

1. La imagen de pqp4 es el subgrupo § - (Z/gZ) = {0,0,26,...,9 — d}, de indice
d enZ/gZ.

2. Para cada k € 6 - (Z/gZ), la fibra ¢~ (k) ={k € Z/gZ : k - ¢h = r (mdd g)}

tiene exactamente 6 elementos.

3. En particular, 6 | k(p) siempre, y el nimero de valores de k(p) compatibles
con K(p) es exactamente 0.

Demostracion. La imagen de x +— x-n en Z/gZ es ged(n, g) - (Z/gZ). Con n = gh:
imagen = § - (Z/gZ), de orden g/6. Cada fibra tiene |Z/gZ|/(g/d) =  elementos.
Como k(p) = ¢(k(p)) con k(p) existente, se sigue k(p) € 6-(Z/gZ),i.e., 6 | k(p). O



2. Tres tipos de fibra segiun 9

Definicién 2.1 (Tipos de fibra). Segin el valor de 6 = ged(gh, g):

(a) Fibra puntual (6 = 1): k(p) estd univocamente determinado por k(p). Especifi-
camente, k(p) = k(p) - (¢gh)™ (mdd g).

(b) Fibra multiple (1 < § < g): hay § wvalores de k(p) compatibles con r(p),
equiespaciados en Z/gZ con paso g/J.

(c) Fibra total (6 = g, equivalentemente g | qh): todo k € {0,...,9 — 1} es
compatible con k(p) = 0. k(p) es completamente indeterminado dado k.

Observacién 2.2 (Conexién con el Escrito CXXIV). El Teorema de recupera-
bilidad del Escrito CXXIV afirmaba: k(p) es recuperable desde r(p) si y solo si
ged(gh, g) = 1. El Teorema 1.2 completa ese resultado: cuando 6 > 1, la indetermi-
nacion no es cualitativa sino cuantitativa: la fibra tiene exactamente & elementos.

3. Tabla de fibras para los diecinueve primos

m p g ghmédg & Kk k(p) Fibra

2 499 2 111 1 {1

3 186793 3 2 1 0 0 {0}

4 5 4 113 3 {3)

4 24917 4 112 2 {2)

5 11 5 2 1 3 4 {4

5 191 5 31 2 4 {4)

5 36791 5 310 0 {0}

6 19 6 33 0 4 {0,24)

6 67 6 5 1 3 3 {3)
7718247 T 41 4 1 {1

8 769 8 0 8 0 3 {0,1,2,3,4,5,6,7}
9 3673 9 336 8 {258)
10 9931 10 3 1 9 3 {3}

1 23 11 2 1 5 8 {8

11 14939 11 510 0 {0

15 2866441 15 1110 o0 {0

16 97 16 6 2 4 6 {614}

18 37 18 2 2 8 13 {4,13)

20 7807441 20 12 4 0 15 {0,5,10,15}

Distribucién de 0: § = 1 en 13/19 casos (68 %); § € {2,3,4,8} en los 6 restantes.
El caso m = 8, p = 769 es el tnico con fibra total (0 = g = 8): k(p) = 3 no puede
inferirse desde xk = 0.

4. k(p) como componente irreducible

Teorema 4.1 (Variabilidad de k(p)). El indice k(p) es el inico componente de la
identidad de sintesis k(p) = A(p) — B(p) méd g que no estd determinado por los

2



datos de reciprocidad de A(p) y B(p). Dado k(p) = A(p) — B(p), la variabilidad
residual de k(p) estd gobernada enteramente por 6 = ged(gyhy, g): k(p) puede tomar
exactamente § valores en Z/gZ, todos ellos en la fibra o' (k(p)).

Observacion 4.2 (Lo que k(p) sabe que £(p) no sabe). Cuando 6 > 1, k(p) contiene
informacion que no estd en k(p). Esa informacion adicional es exactamente lo que
el Escrito CXXX mostro que no puede capturarse por congruencias de p: la distri-
bucion de k(p) dentro de su fibra depende de la aritmética fina de d(p) = ord(2,p),
conectando con la conjetura de Artin.

Problema abierto 4.3 (Distribucién de k(p) dentro de la fibra). Cuando 6 > 1,
sse distribuye k(p) uniformemente entre los & elementos de su fibra o' (k(p))? Una
distribucion uniforme dentro de la fibra, combinada con la distribucion de k(p), daria
la distribucion completa de k(p) en Z/gZ.



