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Resumen

Un collar de palabras de paridades con K pasos y o pasos impares genera un
ciclo entero de la funcién de Collatz acelerada si y solo si D = 2K — 3° divide a su
numerador ¢(s). El escrito V pregunté por qué 139 = |21 —37| divide al numerador del
ciclo de —17 (Problema 6.3). Este escrito separa las divisibilidades estructurales de las
aleatorias. Entre las estructurales, se demuestra que la divisibilidad es invariante por
rotacion y que las potencias de una palabra heredan el ciclo de su raiz, de modo que
ciertos factores de D, como 2% '+3°" dividen autométicamente a muchos numeradores.
Entre las aleatorias, se demuestra que para cada primo p > 5 fijo los numeradores se
equidistribuyen médulo p cuando la longitud de la palabra crece (Teorema 4.1), y un
recuento exacto por programacion dindmica muestra la misma equidistribuciéon cuando
se fija ademas el niimero de pasos impares. Para p = 139, el reticulo de relaciones entre
2y 3 es genérico, la palabra del ciclo de —17 no es la palabra equilibrada que distinguen
las cotas de Halbeisen y Hungerbiihler, y no aparece ninguna divisibilidad estructural.
La respuesta al Problema 6.3 es, pues, que no hay razén estructural visible: bajo el
modelo uniforme, el nimero esperado de collares con numerador divisible por 139 es
30/139 ~ 0,22, y se observa exactamente uno. El régimen relevante para ciclos largos,
en el que el primo crece con K, queda abierto.

1. Introduccion

Seguimos la notacién de los escritos IV y V [1, 2]. Para una palabra de paridades
s € {0,1}¥ con o unos, el numerador ¢(s) se define por

(@) =0,  @(s0) =p(s),  @(s1) =3p(s)+2",

y el tinico punto fijo racional de la composicién de ramas asociada es x, = p(s)/(25 — 39)
(Lagarias [4]). El ciclo generado por s es entero si y solo si D = 25 — 3° divide a ¢(s).

El escrito V estudi6 el nimero esperado de ciclos enteros bajo el supuesto de que los
numeradores se comportan como enteros aleatorios médulo D, y senalé que ese supuesto
no estd demostrado. Este escrito lo examina factor a factor: para cada primo p | D, ;se
distribuyen los numeradores uniformemente moédulo p?

2. Divisibilidad médulo un primo
Definiciéon 2.1. Para un primo p > 5, el reticulo de relaciones es
Ay ={(a,b) € 2?: 2¢ = 3° (méd p)}.

Es un subgrupo de indice finito de Z2, y p | 25 — 3° si y solo si (K, 0) € A,,.



Proposicién 2.2 (Invariancia por rotacién). Sea p un primo que divide a 2% — 3°, sea s
una palabra con esos pardmetros y sea s’ la rotacion de s que empieza en su sequnda letra.
Entonces p | ¢(s) si y solo sip| ¢(s').

Demostracion. Los puntos xs y xy son consecutivos en el mismo ciclo racional:

zg = T(xs). Si s empieza por 0, esto da p(s’) = ¢(s)/2; si empieza por 1, da
©(s") = (3¢(s) + D)/2. En ambos casos ¢(s') = up(s) (méd p) con v € {271 3271}
invertible médulo p. O

La divisibilidad por p es, por tanto, una propiedad de collares, no de palabras.

3. Divisibilidades estructurales

Lema 3.1 (Concatenacién). Para palabras u,v, p(uv) = 3°®p(u) 4 2o (v).
Demostracion. Por induccién sobre |v|, a partir de la definicién recursiva. O
Proposicién 3.2 (Potencias). Si u tiene K' letras y o' unos, y j > 1, entonces

. QjK' _ 3jo’
CP(uJ) = <P(U) W, 1y por tanto i = Ty

En particular, para j = 2, el factor oK' 139 de 22K 320" divide a ©(u?) para toda palabra
u.

Demostracién. Aplicando el Lema 3.1 repetidamente, ¢(u/) = ¢(u) Zg;é 30'(G—1-1)9K"i,
que es la suma geométrica indicada. ]

Estas divisibilidades son automaéticas y no dicen nada nuevo sobre ciclos: la potencia
u’ genera el mismo ciclo que u. Pero sesgan cualquier recuento que no las descarte.

Ejemplo 3.3. Para (K, 0) = (20,4) se tiene 220 — 3% = 5.7.29-1033, con 1033 = 219 4 32.
Entre las 4845 palabras con esos parametros, la proporcién de numeradores divisibles por
1033 es unas 9,6 veces la esperada bajo uniformidad; el exceso procede de los cuadrados
de palabras con parametros (10, 2).

En lo que sigue, cuando se comparen recuentos con la prediccién uniforme, conviene
recordar que las palabras no primitivas aportan divisibilidades estructurales de este tipo.

4. Equidistribucion para un primo fijo

Teorema 4.1. Sea p > 5 primo. Si s se elige uniformemente entre las 2% palabras de
longitud K, entonces, para todo a € IFp,

] . 1

lim Pr(¢(s) =a (méd p)) = —.

K—o0

3

Demostracion. Sea m el orden de 2 moédulo p; como p > 5, m > 2. Sea X, el resto de
©(s1 -+ sr) mbédulo p. Por la definicién recursiva,

Xppi=Xr o Xpy=3Xp+2%

cada caso con probabilidad 1/2 e independientemente del pasado. Asi, la distribucién de
X141 se obtiene de la de X, aplicando el niicleo de transicion My, con £ = L méd m, dado
por

My(z,) =26, + 300, ge(x) =32+ 2%



Como 3 es invertible médulo p, cada g, es una biyecciéon de F,, y cada M, es una media
de dos matrices de permutacién, luego doblemente estocéastica. El nicleo de un periodo
completo, P = MoM; - -+ M,,_1, es también doblemente estocastico.

P es aperiddico, porque P(z,z) > 27™ > 0 (todas las letras iguales a 0). Es irreducible:
P(x,g¢(x)) > 27" para cada ¢ (una sola letra igual a 1, en la posicién /), y las biyecciones
4o, - - - s gm—1 generan un grupo que contiene la traslacion

googy'(x) =z —1,

luego actta transitivamente sobre IF,. Una cadena de Markov finita, irreducible, aperiédi-
ca y con matriz doblemente estocédstica converge a la distribucion uniforme. Escribiendo
K =nm+r con 0 <r <m,la distribucién de Xg es dgP" My --- M,_1, que converge a la
uniforme, pues la uniforme es invariante por cada M,. O

El teorema no fija el nimero de unos. Para la cuestién de los ciclos interesa el caso en
que se fijan (K, 0) con (K,0) € Ap. La misma recursién permite contar exactamente, por
programacion dindmica sobre los estados (o0, méd p), cuantas palabras con pardmetros
(K, 0) tienen p | ¢(s), sin enumerar las palabras.

Observaciéon 4.2 (Recuentos exactos). La tabla da, para varios pares (K, 0) con p | 25 —3°,
el cociente p = p- N/ (IO(), donde N es el numero exacto de palabras con p | ¢(s). Bajo
uniformidad, p = 1.

p (Ko N (5) p

5 (8,4) 22 70 1,571
5 (20,12) 26700 125970 1,060
5 (40,24) 1,258-10'" 6,285-10'% 1,001
5 (80,52) 5,821-10%° 2910-10%" 1,000

73 (15,8) 150 6435 1,702
73 (30,16) 2010690 145422675 1,009
73 (48,28) 2,293-10% 1,674-10' 1,000

139 (11,7) 11 330 4,633
139 (22,14) 2607 319770 1,133
139 (33,21) 2563517 354817320 1,004
139 (44,28) 2,998-10° 4,167-10' 1,000

En los tres casos, las desviaciones para longitudes pequefias desaparecen rapidamente al
crecer K. En las longitudes pequenias, una sola coincidencia pesa mucho: para (11,7) y
p = 139, las 11 palabras divisibles son las rotaciones de un tnico collar, el del ciclo de
—17.

Conjetura 4.3. Seap > 5 primo y sea (K, 0,) una sucesion de pares de Ay, con K, — oo
y on/ K, en un compacto de (0,1). Entonces la proporcion de palabras con pardmetros
(K, 0n) cuyo numerador es divisible por p tiende a 1/p.

Observacion 4.4. La Conjetura 4.3 es una version condicionada del Teorema 4.1. La di-
ficultad es que fijar el nimero de unos introduce una condiciéon global en la cadena de
Markov; técnicas de tipo teorema local del limite, o un anadlisis espectral del nticleo con
un parametro de inclinacién para los unos, deberian permitir demostrarla. La rapidez de
la convergencia observada sugiere una brecha espectral apreciable.



5. El caso de 139

Para el par (11,7), D = 2! — 37 = —139 es primo. Como 11 es primo, las (171) = 330
palabras son primitivas y forman 30 collares. Exactamente uno de ellos tiene numerador
divisible por 139: el del ciclo de —17, con palabra de paridades

s_17 = 11110111000

leida desde —17. La prediccién uniforme es 30/139 ~ 0,216 collares.

Ninguna divisibilidad estructural. Como 139 es primo y todas las palabras son pri-
mitivas, no interviene ninguno de los mecanismos de la Seccién 3.

Un reticulo genérico. Moddulo 139, tanto 2 como 3 son raices primitivas. El reticulo
A139 tiene indice 138 y base reducida

(—4,10), (11,7),

de longitudes /116 ~ 10,8 y +/170 = 13,0, comparables a v/138 ~ 11,7. No hay relaciones
multiplicativas anormalmente cortas entre 2 y 3 médulo 139; la relacién mas corta es
24.310 =1 (méd 139).

No es la palabra extremal. Halbeisen y Hungerbiihler [3] demostraron que, pa-
ra parametros (K, o) fijos, el méximo sobre los collares del menor numerador de sus
rotaciones se alcanza en el collar de la palabra equilibrada (de Christoffel), dada por
[jo/K]|—[(j—1)o/K]. Para (11,7) esa palabra es 11011011010, y s_;7 no es ninguna de
sus rotaciones: tiene bloques de cuatro unos y tres ceros, lejos del equilibrio. La teoria de
extremos no distingue el collar del ciclo de —17.

Equidistribucién mdédulo 139. La tabla de la seccién anterior muestra que, en longi-
tudes mayores, los numeradores se reparten médulo 139 tal como predice la uniformidad.

Observacion 5.1 (Respuesta al Problema 6.3 del escrito V). No hemos encontrado ninguna
razén estructural para que 139 divida al numerador del ciclo de —17: el primo no tiene
relaciones multiplicativas cortas, la palabra es primitiva y no extremal, y el mismo primo
se comporta de forma uniforme en longitudes mayores. Bajo el modelo uniforme, que el
Teorema 4.1 y los recuentos exactos respaldan para primos fijos, el nimero esperado de
collares con numerador divisible por 139 es 30/139 ~ 0,22; se observa exactamente uno.
En este sentido, el ciclo de —17 no se deduce de ninguna estructura identificable.

6. Consecuencias para la heuristica de los ciclos

El escrito V formulé el nimero esperado de ciclos enteros bajo el supuesto de que
los numeradores son aleatorios médulo D. Los resultados anteriores permiten matizar el
estatus de ese supuesto.

1. Primos fijos. Para cada primo fijo p > 5 hay equidistribucién demostrada sin fijar
el nimero de unos (Teorema 4.1) y comprobada exactamente fijindolo (tabla). El
supuesto es sélido en este régimen, salvo por las divisibilidades estructurales de la
Seccién 3, que se identifican y descartan.

2. Primos que crecen con K. Los ciclos largos, si existen, tendrian |D| enorme, y la
divisibilidad relevante serfa por primos de tamafio comparable a |D|, que crecen



con K. En ese régimen la cadena de Markov del Teorema 4.1 no tiene tiempo de
mezclarse: hay unas 29955 palabras y |D| ~ 2%¢ residuos. Nada de lo demostrado
aqui cubre este caso, que es precisamente el que decide si hay ciclos enteros de
longitud grande.

7. Preguntas abiertas

Problema 7.1. Demostrar la Conjetura 4.3, con una tasa de convergencia explicita en
funcion de p.

Problema 7.2. ;FExiste una version cuantitativa del Teorema 4.1 wvdlida para primos
p que crecen con K, por ejemplo p < 2°K para algin ¢ > 02 Una tal versién, con c
suficientemente grande, daria fundamento parcial a la heuristica de los ciclos.

Problema 7.3. ;Hay primos p para los que la equidistribucion modulo p falle de forma
persistente al fijar (K,0) € Ay, por razones distintas de las potencias de palabras?

8. Resumen

Resultado Estatus Papel

Invariancia por rotacién Demostrado La divisibilidad es de
(Proposicién 2.2) collares

Potencias y factor 25" 4 3¢’ Demostrado Divisibilidades
(Proposicién 3.2) estructurales
Equidistribuciéon médulo p fijo Demostrado Respalda el modelo
(Teorema 4.1) aleatorio
Equidistribucién con (K, o) Recuento exacto y Respalda el modelo
fijado Conjetura 4.3 aleatorio

El caso de 139 Analisis completo Responde al

Problema 6.3 del
escrito V: sin
estructura visible
Primos que crecen con K Abierto Régimen decisivo
para los ciclos largos

Verificacion. Los recuentos de la tabla se han obtenido por programaciéon dindmica exacta
sobre los estados (0, méd p). La palabra del ciclo de —17, la base de Aj39 y el ejemplo
del factor 1033 se han comprobado por calculo directo.
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