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Resumen

Se presenta una descripcién de la dinamica de Collatz mediante memorias binarias de
soporte finito y episodios de reescritura y desplazamiento. La iteracion impar se expresa
por una identidad afin cuyo término independiente es el acarreo acumulado. Se caracteriza
exactamente la clase de congruencia que realiza un perfil finito de valuaciones y se demuestra
que un perfil produce una Orbita periédica positiva si y solo si satisface una condicién de
divisibilidad con denominador positivo. Para perfiles organizados en bloques se establecen
la descomposicion del acarreo y una identidad telescopica de cierre, de las que se obtiene
un balance exacto de contribuciones positivas y negativas. Estas formulas excluyen los
perfiles constantes no triviales y los ciclos cuyos exponentes son todos al menos dos. El
analisis conserva la dependencia respecto al orden de los bloques y no establece la ausencia
general de ciclos ni la convergencia de todas las 6rbitas.

1. Introduccién y alcance

Este escrito retine el nicleo algebraico de Dindmica de acarreos en memorias binarias y La
identidad telescopica de los acarreos. Se desarrolla como un texto independiente: todos los
resultados que se utilizan se demuestran aqui.

El lenguaje de memorias permite visualizar las divisiones por dos como desplazamientos y
la operacién 3u + 1 como una reescritura con acarreo. Su contenido aritmético se recoge en
una identidad exacta para las iteraciones impares. Al imponer el cierre de una o6rbita, esa
identidad se convierte en una condicién de divisibilidad. La organizaciéon por bloques permite
descomponer dicha condicion sin perder la posiciéon de cada contribucién.

Buena parte de este niicleo es conocida. La identidad afin y la ecuacién de cierre de un ciclo
aparecen en Bohm y Sontacchi [1] y en la exposicién de Lagarias [3]; la correspondencia
entre perfiles finitos y clases de congruencia médulo una potencia de dos, con su densidad, se
debe a Terras [4] y a Everett [2]. También son conocidas las desigualdades log, 3 < o/n < 2
para los ciclos positivos y la exclusién de los ciclos sin exponentes unitarios. Se incluyen con
demostracion para que el texto sea autocontenido. La presentacién mediante memorias, la
descomposicion por bloques y el balance de signos organizan esos resultados de modo que
conservan la posiciéon de cada contribucion.

El objetivo es describir y verificar estas relaciones. La conjetura de Collatz exige que toda
orbita positiva alcance el ciclo trivial; excluir los demas ciclos solo resolveria una parte de esa
cuestion, pues todavia habria que excluir las 6rbitas no acotadas.



2. Memorias finitas y episodios

Definicién 2.1. Una memoria binaria finita es una sucesién m = (ag, a1,...), con a; € {0,1}
y solo un niimero finito de unos. Denotamos por Mg, su conjunto y definimos

N(m) = Zaﬂj.

>0

La memoria nula se incluye y corresponde a 0. Las memorias positivas son las distintas de ella.
Una memoria es activa si ag = 1.

La aplicacién N es una biyeccién entre Mg, v Ny. Definimos el desplazamiento
S(ag,a1,as,...) = (a1,as,...)
v la reescritura R por la suma binaria con acarreo que corresponde a
N(R(m)) = N(m)+2N(m)+1=3N(m) + 1.

Ambas operaciones preservan el soporte finito. Ademads,

S(R(m)), apg = 1.
Proposicion 2.2. Bajo la identificacion N, la transformacion T corresponde al mapa

n/2, n par,
(3n+1)/2, n impar.

H(n):{

En los enteros positivos, su ciclo trivial es 1 +— 2+ 1.

Demostracion. Si ag = 0, el desplazamiento divide exactamente por dos. Si ag = 1, la
reescritura tiene cabeza cero, ya que 3N (m) + 1 es par; el desplazamiento posterior vuelve a
ser una divisiéon exacta por dos. Las imagenes de 1 y 2 se calculan directamente. O

Para un entero impar positivo u, escribimos

u+1

l(u) = 1r(3u+1), F(u) = IO

Un episodio consiste en una reescritura seguida de los ¢(u) desplazamientos que eliminan
los ceros iniciales hasta la siguiente memoria activa. Por tanto, su mapa de retorno es F', y
F(1)=1.

La aplicacion clasica de Collatz realiza u — 3u + 1 y luego todas las divisiones por dos. El
mapa H incorpora la primera divisiéon al paso impar, mientras que F' incorpora todas ellas.
Los tres mapas tienen la misma sucesion de estados impares; su llegada al ciclo trivial es
equivalente.



3. La identidad afin del acarreo

Fijado un impar positivo ug, ponemos

k—1
upsr = Fup),  Go=vBur+1),  Dpy=Y t;, Dy=0.
j=0
Teorema 3.1 (véase [3]). Para todo k > 0 se tiene
2D’“uk = 3kug + ¢k, (1)
donde
k—1 ‘
co =0, Chi1 = 3cp + 2Pk, ck = Z 3k=1=09Pi (k> 1). (2)
=0

FEn particular, ci es positivo e impar para k > 1.

Demostracion. La férmula para k = 0 es inmediata. Multiplicando ZEkukH = 3uy, + 1 por 2Pk
y usando (1), resulta
2Dk+1uk+1 = 3k+1’lL0 + 3¢ + 2Dk

Esto demuestra la recurrencia y, por expansion, la suma explicita. En esta suma el término
J = 0 es impar y todos los demds son pares, porque D; > j > 1. d

Corolario 3.2. La longitud del episodio siguiente satisface

3k+1

b = I/g( ug + Ck+1) — Dy..

Demostracion. La expresién dentro de la valuacion es 2% (3uy, + 1). O

Observacion 3.3. El acarreo depende del perfil anterior de longitudes. La recurrencia de ¢, utiliza
Dy, y la determinacién del siguiente exponente sigue utilizando la érbita, o equivalentemente
la férmula del corolario con ug. El hecho de que la memoria inicial tenga soporte finito no
elimina el término 3*uq de (1).

Ejemplo 3.4. La trayectoria impar que comienza en 7 ofrece la comprobacion siguiente:

klug | b | Dp| ck
o] 7|1 0 0
1111 1 1 1
2117 2 2

3113 3| 4| 19
4| 51 4| 7| 73
5 1] 2| 11| 347

Por ejemplo, en el tltimo renglén 2! -1 =35 .7 + 347.

4. Perfiles finitos y precision binaria

Definicién 4.1. Un perfil de longitud n > 1 es una lista £ = (fg, ..., ¢,—1) de enteros positivos.
Sus sumas parciales D; y su acarreo ¢, se definen por (2), aunque todavia no se haya elegido
una orbita. Escribimos o = D,,.



Teorema 4.2 (Terras [4], Everett [2]). Para cada perfil existe exactamente una clase impar
modulo 2°11 cuyos representantes positivos realizan ese perfil en sus primeros n episodios. Esa
clase estd caracterizada por

3"ug + ¢, =27 (moéd 20, (3)

Demostracion. Para un episodio de longitud ¢, la condicién es 3u + 1 = 2° (mod 2”1). Como
3 es invertible médulo una potencia de dos, determina una clase impar tnica.

Procedemos por induccién para varios episodios. Sea S = ¢1 + - -+ + £,,_1. El perfil restante
determina una clase impar a médulo 2°F! para el siguiente estado v. La relacién 3u + 1 = 2%y
exige

3u+1=2%a (méd 20+5+L),

Esta congruencia tiene una tnica solucién para u. Cada representante positivo de ella tiene
valuacién inicial exactamente £y, y su siguiente estado pertenece a la clase a, de modo que
realiza el resto del perfil. Esto prueba la existencia y unicidad.

Para cualquier representante que realiza el perfil, (1) y la imparidad de u,, dan (3). Esta tltima
congruencia también tiene una solucién tunica, al ser 3" invertible; por tanto es precisamente
la clase construida. ]

Corolario 4.3. La densidad natural de los inicios que realizan el perfil es 2=tV entre todos
los enteros positivos y 277 entre los impares positivos. En particular, la proporcién de impares
con l(u) =1 es 27" para r > 1.

Demostracion. Una clase médulo 271 tiene densidad 27 (@1 y estd enteramente formada por
impares. ]

Observacion 4.4. Si la precisiéon necesaria se mide exigiendo que todos los impares positivos
congruentes con ug realicen el mismo perfil, el minimo nimero de bits para n > 1 es exactamente
o + 1. La suficiencia es el teorema. Para la necesidad, ug + 2% conserva los residuos médulo 2¢
para d < o, pero cambia el lado izquierdo de (3) en un multiplo impar de 27 y deja de realizar
el perfil.

Esta precisién se refiere a una clase de posibles inicios; conocer de antemano el entero ug
completo es una informacién distinta. Las densidades anteriores describen los inicios, y no
demuestran frecuencias temporales en una érbita particular.

5. Cierre y divisibilidad

Para un perfil de longitud n definimos
=27 —-3"

Este entero es impar, coprimo con 3 y distinto de cero. Si una érbita realiza el perfil y vuelve
a ug, la identidad afin exige
5’U,0 = Cp. (4)

Para probar también la suficiencia, debemos justificar las valuaciones sin suponer previamente
la existencia del ciclo.



Lema 5.1. Sea Cy, el acarreo del perfil rotado que comienza en £, con indices interpretados
modulo n. Entonces
2 Chpq = 3C) + 6. (5)

Ademds, v2(3Ck + 6) = {y.

Demostracion. En la suma de 3C}, el primer término es 3™. Se cancela con el término —3" de
§. Los restantes términos coinciden con los de 2% Cka1: el tltimo término de esta Ultima suma
es 2. Esto prueba (5), también cuando n = 1. Cada Cy; es impar por el Teorema 3.1, cuya
afirmacion sobre la suma es véilida para cualquier perfil. La valuacién es por tanto exactamente
ly,. O

Teorema 5.2 (véanse [1, 3]). Un perfil produce una drbita periddica de enteros impares
positivos que vuelve al inicio después de n episodios si y solo si

>0 Yy d | cn. (6)

En ese caso, ug = ¢, /6. El periodo minimo puede ser un divisor de n.

Demostracion. La necesidad se sigue de (4), pues ¢, > 0y ug > 0.

Para la suficiencia, supongamos (6). Como Cy = ¢, y § es impar, ug = Cy/d es un entero
impar positivo. Si 0 | Cf, la identidad (5) y ged(d,2) = 1 implican § | Cgyq. Por induccién
todos los cocientes uy = Cj/d son enteros impares positivos. La misma identidad da

Bug + 1= 2%y,

con uy41 impar; por ello la valuacion es exactamente ¢, y el paso coincide con F. Finalmente,
C, = Cp, luego u, = ug. O

Corolario 5.3. Todo ciclo positivo satisface o/n > logy 3. Ademds, la divisibilidad del criterio
es invariante bajo rotacion del perfil.

Demostracion. La primera afirmacién equivale a § > 0. La segunda se sigue de (5) y de la
invertibilidad de 2 médulo 4. O

Observacion 5.4. La ecuacién de cierre asocia a cada perfil un candidato racional inico. Cuando
d > 0, los cocientes racionales Cy/d son positivos y satisfacen las relaciones afines con las
valuaciones prescritas, entendiendo v2(a/b) = va(a) — v2(b). La cuestién para un ciclo de
enteros es su integridad, caracterizada por el teorema. Esta caracterizacion no resuelve por si
sola la divisibilidad para todos los perfiles.

6. Cotas y balance de magnitud

Proposiciéon 6.1. Para un perfil de longitud n y suma o se tiene

39" < ¢, < 2077(3" — 27).

Demostracion. Como todos los exponentes son positivos, j < D; < o — (n — j). Sustituyendo
ambas cotas en la suma de ¢, se obtiene la afirmacién mediante

n—1

> o3Iy =3r —2m,

j=0



O]

Estas cotas son estimaciones del acarreo; su uso como obstruccién exige una comparaciéon
efectiva con 4.

Proposicion 6.2. A lo largo de cualquier érbita impar positiva,

k—1

U 1

10g2 i = k10g2 3 — Dk + E 10g2 1 + 37 . (7)
Uo =0 U’J

Para una orbita periédica de longitud n,

g 1 3+ 1 ngll 1+ 1 <2
n 62 n = 62 uj ) —

con igualdad tunicamente para la orbita constante uj = 1.

Demostracion. Cada paso satisface

; 1
Uj+1 _ % 14—
U 2% 3Uj

Tomando logaritmos y sumando resulta (7). En un ciclo el lado izquierdo es cero. Como u; > 1,
cada término corrector es positivo y a lo sumo logy(4/3). La igualdad exige u; = 1 para todo
J. O

Observacion 6.3. La correccién positiva de (7) debe conservarse en los argumentos sobre
crecimiento. La irracionalidad de logy 3 impide que coincida con una media racional finita,
pero permite que medias racionales converjan a él; tampoco proporciona por si sola una cota
cuantitativa sobre esa aproximacién.

7. Descomposicion por bloques e identidad telescopica

Escribimos un perfil como concatenacién de ¢ bloques constantes:

(AE)nOJ)‘Tl)7)\Z7fl_1)) meZl, )\221

Aqui \* significa m; repeticiones de \;. Los bloques pueden elegirse maximos, aunque las
identidades no lo requieren. Definimos

i\ _ i _
n=> m; o=3 m\, pi=2"N r;=3"_ 0 =p;—r,
: :

omiXi _ gm;
Ai = Hpj HTJ ’ b = oXNi _ 3
j<i §>i
Los productos vacios valen uno. Cada b; es un entero positivo, pues
m;—1
bi — Z Bmiflfhzh)\i' (8)
h=0



Teorema 7.1. El acarreo y el denominador de cierre admiten las descomposiciones
q—1 q—1
Cp = ZAibi7 0= ZAzfsz (9)
i=0 i=0

Demostracion. Sea M; =3 ;;m; y Ei =3 ;.;mjA;. La contribucion del bloque i a ¢y, es

mi—l
Z 3n—1—Mi—h2Ei+h)\i — 2E13n_Ml_mZbZ — Azbl
h=0

Para la segunda identidad, consideremos
Bi=|[Ipi| |IIm] (O<i<q).
J<i J=i

Entonces B;y1 — B; = A;(p; — r;). Sumando, los términos intermedios se cancelan y queda
Bq*BOIijj*HjTjZQU*?)n. O

Corolario 7.2 (Balance exacto de signos). Para cualquier perfil,
en—0=5+—5_,
donde

Sp=2) A(3™ —2m),
Ai=1

2N 4
N3 20 — 3

Ambas son cantidades racionales no negativas; los sumandos de S_ no son necesariamente
enteros. Los bloques de valor dos tienen contribucion directa nula a la diferencia.

Demostracion. Restando las identidades de (9), obtenemos

4 — 2N

Para \; = 1 el sumando es 24;(3™i — 2™i); para \; = 2 es cero, y para A\; > 3 es negativo con
el valor indicado. O

Observacion 7.3. Si 6 > 0, la condicién necesaria ug > 1 equivale a Sy > S_. Cuando se
da esta desigualdad, todavia se requiere ¢ | ¢,,. Los coeficientes A; conservan el orden de los
bloques: las cantidades globales de pasos de cada tipo no determinan por si solas el balance.

Insertar un bloque de valor dos de longitud m multiplica por 3" los coeficientes de los bloques
anteriores y por 4™ los de los posteriores. Si hay contribuciones positivas y negativas a ambos
lados, no existe un factor uniforme para el cociente S_/S.



8. Consecuencias demostradas y perfiles de dos bloques

Proposicién 8.1 (Perfiles constantes). El inico perfil constante que produce un ciclo positivo
tiene valor £ = 2 y corresponde al punto fijo 1 de F'.

Demostracion. Para n repeticiones de £, (8) da

2nt — 3n Cn 1
Cn = ————, — =
to2t-3 5 20-3
Para ¢ =1 el cociente es —1; para £ = 2 vale uno; para £ > 3 esta estrictamente entre cero y
uno. a

Proposicién 8.2 (Perfiles sin exponentes unitarios). Si todos los exponentes de un perfil son
al menos dos, solo puede producir un ciclo positivo cuando todos son exactamente dos. En
particular, todo ciclo positivo no trivial contiene un exponente igual a uno.

Demostracion. Cuando \; > 2, se tiene §; > 0 y b; < §;, con igualdad exactamente si A\; = 2.
Las identidades de (9) dan ¢, < J, con desigualdad estricta si algtin exponente es al menos
tres. En ese caso ug < 1. Si todos son dos, el ciclo es el punto fijo uno.

O
Proposicién 8.3 (Dos bloques). Para el perfil (a®,b'), con a,b,s,t > 1, ponemos
b
b(a) _ 9sa _ 3s b(b) _ 2t _ 3t'
° 20 — 3" ! 20 — 3
Entonces
et = 30 + 22", (10)
(2" — 3)cops = 6+ (2° — 293\, (11)
donde § = 2501t _ 35t §i b > q y el perfil produce un ciclo positivo, es necesario que
51 (2 — 1)@, (12)

Fquivalente a esta condicion necesaria es

)
ged(6,20- — 1)

Demostracion. La primera identidad es (9) para dos bloques. Multiplicindola por 2° — 3
y usando (2% — 3)b§a) = 2%% _ 3% se obtiene la segunda. Si § | csy¢, (11) implica 6 | (2% —
2a)3tb§“). Como § es coprimo con 2 y con 3, se pueden cancelar 243 y resulta (12). La tltima
equivalencia se obtiene dividiendo por el maximo comun divisor y cancelando los factores
coprimos restantes. O

Observacion 8.4. La condicién (12) no se presenta como suficiente: para recuperar § | csi¢
desde (11) seria necesario controlar también los factores comunes de 6 y 2° — 3. El criterio
completo sigue siendo el Teorema 5.2.



Ejemplo 8.5 (El umbral de cierre no determina el balance). El perfil (1,1, 3) tiene n = 3,
oc=050y
0=32-27T=5>0, c3=9+6+4=19.

Por tanto, estd estrictamente por encima del umbral o/n > logsy 3, pero ¢z > 4. Su candidato
es 19/5, que no es entero. Asi, estar por encima del umbral no implica ¢, < §.

Sus rotaciones (1,3,1) y (3,1,1) tienen acarreos 31 y 49, respectivamente, y el mismo denomi-
nador 5. Conservan las cantidades de cada tipo de exponente, pero cambian el acarreo. Sus
candidatos satisfacen exactamente

19 p—1 31 4—1 49 =3, 19

7

) 5 5 5’

donde cada flecha representa (3u + 1)/2¢. Se trata de una érbita racional, no de un ciclo de
enteros positivos.

9. Qué queda abierto

Las identidades establecidas distinguen tres cuestiones:

1. La realizacion de un perfil finito: siempre existe una clase de inicios positivos que lo
realiza, descrita por el Teorema 4.2.

2. El cierre positivo entero: exige y equivale a § > 0y J | ¢,, segin el Teorema 5.2.

3. La convergencia de todas las Orbitas: requiere excluir tanto los ciclos positivos no triviales
como las érbitas no acotadas.

El balance ¢, — 6 = Sy — S_ es una herramienta exacta para la segunda cuestiéon. Cuando
S_ > 54 excluye el ciclo por magnitud. Si S_ < S, queda por estudiar la divisibilidad. No se
ha demostrado aqui una reducciéon general a un conjunto finito de perfiles.

En la tercera cuestién, la finitud del soporte inicial no implica que los estados posteriores
permanezcan acotados. Una érbita acotada de enteros positivos es eventualmente periddica,
porque tiene un ntmero finito de estados posibles y el mapa es determinista. Una 6rbita no
acotada requiere un argumento adicional que estas identidades, por si solas, no proporcionan.

El contenido obtenido es una descripcién algebraica verificable: los episodios de una memoria
finita generan una identidad afin; el cierre se traduce en divisibilidad; y la descomposicién por
bloques conserva exactamente el balance y la posicion de cada término. El problema pendiente
es controlar esas condiciones para perfiles generales y relacionarlas con la evoluciéon global de
las drbitas.
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