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Resumen

Para un ciclo no trivial de la aplicacién impar F(u) = (3u + 1)/2"2G“tD con n
términos, suma de exponentes o y N exponentes iguales a 1, se demuestra que la forma
lineal A = oln2 — nln3 cumple A > e~7/190_ T3 demostracién combina la cota inferior
de Hercher y Puchert para el niimero de términos impares de un ciclo no trivial, un célculo
certificado con el desarrollo en fraccién continua de log2/log 3 y el teorema de Matveev.
Con esta cota y la estimacion del acarreo del escrito anterior, se obtiene que ningtin bloque
de exponentes iguales a 1 contiene méas de 0,3691 N7 + 0,00092 ¢ 4 1,73 de ellos. Como
consecuencia, ningun ciclo no trivial tiene sus exponentes iguales a 1 formando uno, dos o
tres bloques ciclicos maximos. Estas estimaciones no excluyen los ciclos con cuatro o més
bloques.

1. Introduccién
Este escrito contintia la serie formada por [9, 1, 2, 3, 6], cuya notacién seguimos. Para un ciclo
no trivial de F' con n términos, perfil ({y,...,l,—1) y 0 = > ¢;, escribimos

L=1logy3, A=0cln2-nln3>0, §=27-3"=27(1—¢").

Los exponentes iguales a 1 forman r > 1 bloques ciclicos maximos, de longitudes s1,..., s,
con total V7.

Teorema 1.1. En todo ciclo no trivial de F', cada bloque de exponentes iguales a 1 cumple

g

3
siln3 < Nyln 5 + 1000

+In2, esdecir, s <0,3691 Ny +0,000920 4 1,73.

Teorema 1.2. Ningin ciclo no trivial de F' tiene sus exponentes iguales a 1 formando uno,
dos o tres bloques ciclicos mdximos.

Los casos de uno y dos bloques se demostraron en [1, 3, 6]; aqui se obtienen de nuevo a partir
del Teorema 1.1. La pieza que lo hace posible es la cota diofantica de la seccién 3.

2. Resultados que se utilizan

Proposicién 2.1 ([1, 2, 6]). Para todo ciclo no trivial de F':



1. el inicio v de un bloque de unos de longitud s cumple v > 25T1 —1;
2. A< %A, con A=>,27%;

3. si se empieza el ciclo en el inicio de un blogue de unos y O es el numero de exponentes
iguales a 1 fuera de ese bloque, el acarreo cumple ¢ < 3" + 4(3/2)927;

4. se tiene o > 2n — Nj.

La primera parte es el Lema 3.1 de [1]; la segunda, el Lema 3.1 de [2]; la tercera, el Lema 3.1
de [6]; la cuarta se sigue de que los exponentes distintos de 1 son al menos 2.

Teorema 2.2 (Hercher y Puchert; véase [4]). Todo ciclo no trivial de la aplicacién de Collatz
tiene mds de 7,2 - 1010 términos impares.

Es la cota que Hercher [4] recoge en su introduccién, atribuida a sus trabajos con Puchert;
descansa en la verificacion computacional de la conjetura de Collatz hasta valores muy grandes.
Los términos impares del ciclo de la aplicacién de Collatz son exactamente los n términos del
ciclo de F', de modo que n > 7,2 - 100,

Teorema 2.3 (Matveev [8]). Sean ay,as nimeros racionales positivos y by, by enteros con
o’ a2 £ 1. Sean log A; > max{h(w),|loga;|,0,16} y B > max{|by|, |ba|}. Entonces

log]alflag? —1|>-14- 30° - 247 log A log A (1+log B).

Para a1 = 3, s = 2 se puede tomar log A = In3 y log A2 = In 2; la constante es entonces
K=14-30°-2%1n2In3 = 586191 077,07...

3. Una cota diofantica certificada

Teorema 3.1. Para todo ciclo no trivial de F se tiene A > ¢—/1000

Demostracién. Por el Teorema 2.2 y 2° > 3", se tiene o > nL > 1,141 - 10'!, de modo que
e=0/1000 « ¢=10% ‘Gea § = log2/log 3, de modo que A =In3- |08 —n| > In3-|o6]|, donde || - |
es la distancia al entero mas préximo. Distinguimos dos tramos, con og = 1,85 - 1013,

Tramo o < oy. Las reducidas py/qi del desarrollo en fraccién continua de € incluyen
g = 18340740190704 < 0¢ < qr4+1 = 83130157078 217.

Por la propiedad de mejor aproximaciéon de las reducidas, para todo entero 0 < ¢ < qx 41 se
tiene g0 > |k 0|, y ademas [|qx 0| > 1/(qx + qx+1) [5]. Por tanto, para o < oo,

A > _ I3 1,08 107 > 733 > /1000,
dK + qK+1

Tramo o > og. El ntimero A’ = 37277 — 1 est4 en (—1,0) y |A/| = 1 —e ™ < A. Por el
Teorema 2.3, con by =n, bp = —0 y B = 0, que cumple B > max{n, o} porque o > n,
A > |N|>exp(—K(1+1no)).

La funcién o/(1 + Ino) es creciente para o > 1, y en o¢ se tiene K(1 + Inogy) < 1,8494 -
10 < 0¢/1000 (Observaciéon 3.2). Por tanto K (1 + Ino) < /1000 para todo o > o, ¥
) 0



Observacion 3.2 (certificado del calculo). Los datos numéricos de la demostracién se han
obtenido con aritmética racional exacta. Para In2 y In 3 se usan los intervalos racionales que
da la serie

1 2j+1 1 N—-1 _2j+1 9,2N+1
m— =2 2 gam < : ,
1—2 —~2j+1 1—=2 DUt (2N 4+ 1)(1 — 2?)

j=0

con z =1/3 paraln2, z=1/2 paraIn3 y N = 128. De ellos se obtiene un intervalo racional
que contiene a . Los desarrollos en fracciéon continua de sus dos extremos coinciden en los 59
primeros cocientes parciales,

0 =1[0:1,1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,1,55,1,4,3,1,1,15,1,9,2,5,7,1,1,4,8, ...],

y como el conjunto de los niimeros reales con un desarrollo que empieza de una forma dada es
un intervalo, esos cocientes son los de 6. Entre las reducidas que determinan estan qx y qx+1-
Con el mismo método se comprueban, con cotas superiores racionales de In2, In3, Inog y v/2,
las desigualdades In3/(qx + qr+1) > 1,08 - 107 y K(1 4+ Inop) < 1,8494 - 10'° < ¢/1000. El
codigo figura en el Apéndice A.

4. Demostracion del Teorema 1.1

Fijamos un bloque ¢ y empezamos el ciclo en su inicio v;. Por la Proposicion 2.1, con O = Ny —s;
yy=(3/2)°>1,y como 3" < 2,
g
c  (1+4y)2 < 5y

Ui:g< ) —1—e AN

Por el Teorema 3.1, A > x con x = e~ 9/1000 < 1, y como 1 — et

/(14 x) > x/2, resulta

es creciente y 1 —e™* >

v; < IO(g)Nl_Sie"/lOOO.

Por otra parte, v; > 2%t —1 > %232', pues s; > 1. Comparando,

o
siln2—|—8iln% < Nlln% —l—m—i-ln%o,

que es la primera forma del enunciado, pues In2 + ln% = In3. La segunda se sigue de

ln%/ln?) = 0,36907..., 1/(10001n 3) = 0,000911 ... y In ?/ln?) =1,7269... O

5. Demostracion del Teorema 1.2

Escribimos y =In3/In3=1-2In3/In3 = 0,26185...
Uno o dos bloques. Si r < 2, el bloque més largo cumple sysx > N1/2, y el Teorema 1.1 da

g

Ni(3n3-m3) < o

+In%, In3-In3=0,14384...

Ademés A < 1, luego A < 5/3 por la Proposicién 2.1; asi 0 < nL + Cy y, por la cuarta parte,
N1 > (2—L)n—Cq, con C2 =5/(3In2) = 2,4045. .. Sustituyendo,

(0,14384(2 — L) — g5 )n < 0,14385 Cp + 1525 + In 2,

3



es decir, 0,05811n < 2,2455, que exige n < 39, en contradiccién con n > 7,2 - 1019,

Tres bloques. Sean Sy < Smed < Smax las longitudes. Aplicando el Teorema 1.1 a los dos
bloques mayores,

2 o
Smin = N1 — Smed — Smax > VN1 — m(m—i_ln?)

Por otra parte, el Teorema 3.1 y la Proposicién 2.1 dan e=9/1000 < A < %A < 5 .27 %min_ eg
decir,

<logy 5+ ——0
Smin < 10822 T 16002’

Como A < 3/2,setiene A <5/2;asic <nL+C3y Ny > (2—L)n—Cs,con C3 =5/(2In2) =
3,6067 ... Combinando las tres desigualdades,

1 2
~10001n2 + 10001n 3’

2
(V(Q—L)—/@L)n<703+10g25+m1n?+/103, K
Numéricamente, el coeficiente de la izquierda es mayor que 0,1035 y el lado derecho es menor
que 6,732, lo que exige n < 66, en contradicciéon con n > 7,2 - 1019. ]

6. Alcance

Observacion 6.1 (cuatro o més bloques). El Teorema 1.1 dice que cada bloque contiene a lo
sumo, aproximadamente, el 36,9 % de los exponentes iguales a 1. Con tres bloques, eso obliga
al méas corto a contener al menos el 26,2 %, lo que contradice la cota del bloque més corto.
Con cuatro o mas bloques, la suma de las cotas individuales supera el total, y el argumento no
produce ninguna contradiccion.

Observacion 6.2 (constantes de los escritos anteriores). La cota A > e~?/10% puede sustituir
a la que se deduce de Ellison en los escritos [2, 6]. Asi, por ejemplo, el razonamiento del
Teorema 1.1 de [2] da, para todo ciclo no trivial, min; s; < logy(57/3) + ¢/(10001n 2). Esos
escritos usan la cota de Ellison, que no depende del resultado de Hercher y Puchert.

7. Relacion con resultados conocidos

Luca [7] demostré (su Teorema 2.1) que existe una constante absoluta C tal que todo ciclo
no trivial tiene al menos C' log o bloques maximos de exponentes iguales a 1, que él llama
subidas, y dedujo (su Corolario 2.2) que para cada r fijo solo hay un nimero finito de ciclos con
7 bloques; Mimuro [10] lo habia demostrado antes para los perfiles (17, (j + 1)*). Rozier [11]
demostr6 que, agrupando los términos de un ciclo de la aplicacion 3x + 1 en bloques de igual
paridad, solo hay un nimero finito de ciclos con a lo sumo k bloques, para cada k; ese recuento
incluye las subidas de un solo paso y es, en esencia, el nimero m de minimos locales. Simons
y de Weger [12] y Hercher [4] excluyeron los m-ciclos con m < 91, donde m es el nimero
de minimos locales. El Teorema 1.2 se refiere a los ciclos con a lo sumo tres bloques, sin
restringir m. La demostracién utiliza la cota de Hercher y Puchert para el nimero de términos
impares, el teorema de Matveev [8] y las estimaciones de [2, 6].



A. Cdbdigo

El programa siguiente, en Python 3 y solo con aritmética racional exacta (fractions), certifica
los datos de la seccién 3.

from fractions import Fraction as F

def 1n_interval(x, N=128):
"""Intervalo racional [lo, hi] que contiene 1n(x), x raciomnal > 1,
mediante 1n((1+z)/(1-z)) = 2xsum z~(2j+1)/(2j+1),
con z = (x-1)/(x+1)."n"n

F(x) - 1)/ (F(x) + 1)

s = sum(z**(2%j+1) / (2*j+1) for j in range(N)) * 2

resto = 2 * zxx(2xN+1) / ((2*%N+1) * (1 - z*x2))

return s, s + resto

z

def cf(x, kmax):

a = []

for _ in range(kmax):
q = x.numerator // x.denominator
a.append(q)
XxX=x-4q
if x == 0: break
x=1/x

return a

def convergents(a):
pO, 90, p1, q1 =0, 1, 1, O
out = []
for ai in a:
pO, 90, pl, q1l = pl1, ql, ai*pl + pO, aixql + qO
out.append((pl, q1))
return out

12 = 1n_interval(2) #z=1/3

13 = 1n_interval(3) # z 1/2
th_lo, th_hi = 12[0] / 13[1], 12[1] / 13[0]
a_lo, a_hi = cf(th_lo, 60), cf(th_hi, 60)

k=0
while k < min(len(a_lo), len(a_hi)) and a_lo[k] == a_hil[k]:
k += 1

comunes = a_lo[:k - 1] # cocientes comunes a todo el intervalo

conv = convergents (comunes)

sigma0 = 185 * 10*x11

gK = max(q for p, q in conv if q <= sigmaO)

gN = min(q for p, q in conv if q > sigmaO)

print("cocientes parciales certificados:", len(comunes))

print (comunes[:31])

print("q_K =", gK, " gq_K+1 =", gN)

print("1n3/(q_K+q_K+1) > 1,08e-14:", 13[0] / (gK + gN) > F(108, 10%*16))



# umbral de Matveev: K(1 + 1n sigmaO) < sigma0/1000
sqrt2_hi = F(141421356238, 10%x*11) # cota superior de raiz de 2
assert sqrt2_hixx2 > 2
K_hi = F(14, 10) * 30**5 * 16 * sqrt2_hi * 12[1] = 13[1]
# 1n10 = 1n2 + 1n(5/4) + 2 1n2
110 = (12[0] + 1n_interval(F(5, 4))[0] + 2%12[0],
12[1] + 1n_interval(F(5, 4))[1] + 2%12[1])

lnsigO_hi = 13 * 110[1] + 1ln_interval(F(185, 100)) [1]
print("K < 586 191 078:", K_hi < 586191078)
print("1 + 1n sigmaO < 31,549:", 1 + 1nsigO_hi < F(31549, 1000))
print ("K(1+1ln sigma0) < 1,8494e10 < sigma0/1000:",

K_hi * (1 + lnsigO_hi) < 18494 * 10**6 < F(sigmaO, 1000))
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