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Resumen

Introducimos la familia de aplicaciones T.(n) = (n+c¢)/2sin = ¢ (mbd 2)
y Te(n) = 3n 4+ 3 — 2¢ en otro caso, con ¢ € Z, y demostramos que cada T, es
conjugada de la aplicacién de Collatz C mediante ¢.(m) = 3m+-c. Toda érbita
de T, entra en la clase ¢ méd 3 en un niumero finito de pasos, y alli su dinamica
es exactamente la de Collatz. Por tanto, los ciclos de T, corresponden uno a
uno con los de C en Z, y la convergencia de T, a su 3-ciclo (12+¢,64¢,3+¢)
equivale a la conjetura de Collatz. La familia contiene todos los sistemas con
3-ciclo prescrito de la forma (C + 9,C + 3,C), y sus raices digitales quedan
explicadas por la conjugacion. Los ciclos negativos de Collatz reaparecen como
ciclos positivos de T, a partir de umbrales explicitos de c.

1. Introduccion

Se llama aplicacién de Collatz a C: Z — Z, C(m) = m/2 si m es par y
C(m) = 3m—+1 si m es impar. Una forma natural de construir sistemas con un ciclo
prescrito es transportar la dindmica de C mediante una biyeccién afin. Este escrito
muestra que una familia de sistemas con 3-ciclos prescritos de la forma (A, B, C)
con A = C' 4+ 9 es exactamente la familia de esos transportes. Esto explica de una
vez sus ciclos, sus raices digitales y la dificultad de demostrar su convergencia.

Los resultados de la seccion 2 estan demostrados; los datos de la tabla 3 son
computacionales.

2. La familia 7,

Definicién 2.1. Para ¢ € Z definimos 1,: Z — Z y p.: Z — Z por

nte sin=c (mdd 2),
T.(n) = 2 we(m) =3m+c.
3n+3—2c sin#Zc (méd 2),

La primera rama esta bien definida porque n + ¢ es par. Si ¢ es par, T, divide a
los pares, T.(n) = n/2 + ¢/2, y multiplica a los impares. Si ¢ es impar, los papeles
se intercambian.

Teorema 2.2 (Conjugacién). Para todo ¢ € Z se cumple T, 0 p. = .0 C.



Demostracion. Como p.(m) = 3m+c = m+c (mdd 2), se tiene p.(m) = ¢ (méd 2)

si y solo si m es par.

Si m es par: To(¢o.(m)) = 3m—|—20—|-c =3- % +c= @C(C(m)).

Sim es impar: T,(¢.(m)) =3(Bm—+c)+3—2c=33m+1)+c= goc(C(m)>. O

La imagen ¢.(Z) es la clase {n € Z : n = ¢ (mdd 3)}, y la aplicacién
Ye: L — @.(Z) es una biyeccion. Por el teorema, esa clase es invariante por 7, v,
restringida a ella, T, es una copia exacta de C.

Proposicién 2.3. Toda orbita de T, en Z entra en la clase ¢ mdd 3 en un niumero
finito de pasos y no vuelve a salir.

Demostracion. Sin # ¢ (mdd 2), entonces Tp(n) = 3n+3—2c = —2¢ = ¢ (méd 3).
Sin =c¢ (méd 2), entonces T.(n) —c = (n — ¢)/2. Por tanto, mientras la 6rbita use
solo la primera rama, la distancia |n — ¢| se divide por 2 en cada paso; como es un
entero, tras un numero finito de pasos o se usa la segunda rama o se llega a n = c,
y ambos casos caen en la clase ¢ mdd 3. La invariancia se sigue del teorema 2.2. [

Corolario 2.4. La aplicacion ¢. establece una biyeccion entre los ciclos de C en Z
y los ciclos de T, en 7, que conserva las longitudes. Ademds, una orbita de T, es
eventualmente periodica si y solo si lo es la orbita de Collatz del punto en que entra
en la clase ¢ méd 3.

Demostracion. Todo ciclo de T, esta contenido en su propio futuro, luego, por la
proposicién 2.3, en la clase ¢ mod 3, donde T, es conjugada de C. El resto es inmediato
por la conjugacion. O]

Corolario 2.5 (Equivalencia con la conjetura de Collatz). 1. Para cada ¢ € Z,
la conjetura de Collatz equivale a que, para todo m > 1, la dérbita de 3m + ¢
bajo T, alcance el ciclo (12 +¢, 6+ ¢, 3+ ¢) = ¢.(4,2,1).

2. En particular, para ¢ = 0, es decir, To(n) =n/2 sin es par y 3n+ 3 sin es
impar, la conjetura de Collatz equivale a que toda orbita de un entero positivo
alcance el ciclo (12,6, 3).

Demostracion. El apartado 1 es la conjugacion. Para el 2: si n > 1, entonces
To(n) > 1, asi que la érbita permanece en los positivos; por la proposicién 2.3
entra en los multiplos positivos de 3, que son yo(m) con m > 1. O

En consecuencia, ningtin argumento que demuestre la convergencia de Ty puede
ser mas sencillo que una demostracién de la conjetura de Collatz.

2.1. Sistemas con ciclo prescrito

El 3-ciclo de T, es (A, B,C) = (¢c+ 12, ¢+ 6, ¢+ 3), de modo que A =C +9y
¢ = C — 3. Asi, para cada entero C' existe un tinico miembro de la familia cuyo ciclo
principal es (C'+9, C' + 3, C'). La tabla 1 recoge algunos.

Proposicién 2.6 (Raices digitales). Para todo m € Z, p.(m) = 3 (m méd 3) + ¢
(méd 9). En particular, el ciclo principal de T, tiene residuos (¢ + 3, ¢ + 6, ¢ + 3)
maodulo 9, y el patron de raices digitales de la familia es periodico en ¢ con periodo
9.



¢ Regla con n =c¢ (méd 2) Regla con n #Z ¢ (méd 2) Ciclo principal

-8 n/2—4 3n+19 (4, =2, —5)
2 21 3n+7 (10, 4, 1)
1 (n—1)/2 3n+5 (11, 5, 2)
0 n/2 3n+3 (12, 6, 3)
1 (n+1)/2 3n+ 1 (13, 7, 4)
2 n/2+1 3 — 1 (14, 8, 5)

Cuadro 1: Algunos miembros de la familia. Para ¢ impar, la regla de la mitad actia
sobre los impares.

Demostracion. Sim = 3q+s, entonces 3m+c = 9g+3s+-c. Para el ciclo, (4,2, 1) mod
3=(1,2,1). O

Asi, las raices digitales de las 6rbitas de T, dentro de la clase ¢ méd 3 no contienen
mas informacion que los residuos médulo 3 de las érbitas de Collatz correspondientes.

2.2. Ciclos heredados

En Z se conocen cinco ciclos de C [1]:

el punto fijo 0;

el ciclo (1,2,4);

el 2-ciclo (—1, —2);

el 5-ciclo -5 - —-14 — -7 — —20 — —10 — —5;
» el 18-ciclo cuyo menor elemento es —272, listado en el apéndice.

No se conocen otros. Por el corolario 2.4, cada uno da un ciclo de T, de la misma
longitud, y la imagen ¢, es creciente, asi que el signo de sus elementos se decide por
el minimo y el maximo del ciclo original.

Proposicién 2.7. El ciclo (W) de T. correspondiente a un ciclo W de C estd
formado por enteros positivos si y solo si 3min W + ¢ > 1, y contiene algin entero
positivo si y solo st 3max W + ¢ > 1. Los umbrales resultantes son los de la tabla 2.

Ciclo de Collatz Contiene positivos si  Totalmente positivo si
(1,2,4) c>—11 c>—2

(0) c>1 c>1
(—1,-2) c>4 c>7

5-ciclo (min —20, max —5) c>16 c> 61
18-ciclo (min —272, max —17) c>52 c> 817

Cuadro 2: Umbrales de positividad de los ciclos heredados.



Observacion 2.8. En particular, para todo ¢ > 1 el entero ¢ = ¢.(0) es un punto fijo

positivo de T.. Por ejemplo, T5(2) = 2/2 + 1 = 2. Por tanto, ningin miembro con

¢ > 1 tiene convergencia universal a su ciclo principal sobre los enteros positivos.
La tabla 3 muestra hacia qué ciclo, identificado por su ciclo de Collatz de origen,

va la 6rbita de cada entero n € [1,10%]. Todas las 6rbitas examinadas terminan en
uno de los cinco ciclos heredados.

¢ @(1,2,4) ©e(0) @o(—1,—2) @c(b-ciclo) ¢.(18-ciclo)

-8 10000
-2 10000
0 10000
1 9999 1
2 9998 2
4 9996 3 1
8 9992 4 4
20 9980 6 11 3
62 9938 7 31 20 4
100 9900 8 45 31 16

Cuadro 3: Destino de las érbitas de T, que empiezan en [1,10].

3. Conclusiones

La familia 7, retine en una sola férmula todos los sistemas con 3-ciclo prescrito
(C4+9,C+3,C), incluidos los de C par, en los que la regla de la mitad actta sobre
los impares. El teorema de conjugacion explica a la vez tres cosas: sus ciclos, que
son los de Collatz transportados por ¢.; sus raices digitales, que son los residuos
modulo 3 de las orbitas de Collatz, multiplicados por 3 y desplazados por ¢; y la
imposibilidad de demostrar su convergencia sin demostrar la conjetura de Collatz.

Construir sistemas con ciclos prescritos no produce, por tanto, dindmicas nuevas:
produce copias de la de Collatz. La dificultad no esta en el ciclo que se elige, sino
en la dinamica que lo rodea.

Observacion 3.1. La dinamica de la propia aplicacion de Collatz moédulo 9, con
el grafo de raices digitales, sus once ciclos, los dos mecanismos expansivos y la
estructura de las rachas de pasos impares, se estudia en FEstructura modular de la
dindmica de Collatz, séptimo escrito de la seccién 4.1 de este archivo, y en sus
complementos.

A. El 18-ciclo de Collatz en los negativos

—272 —» —-136 - —68 -+ —34 —» —17 —- —50 —» —25 —» —74 —» —37 — —110 —» —55 —
-164 — —82 — —41 —» —122 —- —61 — —182 — —91 — —272
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