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Resumen

Se estudian los ciclos periddicos de un mapa de retorno R sobre los enteros impares
positivos, obtenido previamente a partir de un sistema dinamico sobre enteros y mitades de
impares. El mapa posee dos familias de ramas, A, y B,., parametrizadas por una valuacién
2-adica; las expansivas estan completamente clasificadas y las contractivas son exactamente
cinco.

Demostramos que no existe ningtn ciclo periédico positivo no trivial de R que contenga
exactamente una rama expansiva. La demostracion confronta dos cotas para el pardmetro
d asociado a un ciclo. La superior procede de una cota exponencial para la forma lineal
A = dlog3 — Slog(3/2) combinada con el resultado de Laurent, Mignotte y Nesterenko
sobre formas lineales en dos logaritmos, y da d < 65. La inferior procede de la teoria de
fracciones continuas aplicada a los convergentes de log 3/1log(3/2), junto con la verificacién

—inmediata— de que ningtn impar menor que 10° es el minimo de un ciclo, y da d > 179.
La contradiccion es inmediata, y el computo que la sostiene se reproduce en segundos.

Se obtiene ademas, con independencia de la demostracién anterior, una representacion in-
versa exacta del bloque contractivo y un lema de reordenamiento: fijadas las multiplicidades
de las cinco ramas contractivas, el término aditivo de la composicién alcanza sus extremos
en dos érdenes canénicos. Estos resultados permiten una verificaciéon independiente del
teorema por enumeracién exhaustiva.
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1. Introduccion

En [1] se introdujo un sistema dinamico cerrado sobre los enteros no negativos y las mitades
de impares, definido por tres reglas afines, y se redujo su dinamica sobre los impares a una
funciéon F' que depende tnicamente de la clase médulo 8 y, por etapas, a un mapa de retorno
R sobre los impares. All{ se establecen la clasificacién exacta de las ramas de R y el hecho
de que las contractivas son exactamente cinco, resultados que este escrito da por conocidos
y recuerda en la Seccién 2. Se prueba ademaés que, extendido R a los impares 2-adicos, sus
ramas son completas y su dindmica simbodlica es un desplazamiento de Bernoulli.

La descripciéon métrica 2-ddica, sin embargo, no decide el comportamiento de una érbita entera
concreta. En particular, la unicidad del ciclo elemental no se deduce de la predominancia
métrica de las ramas contractivas. El problema de los ciclos exige incorporar informacion
arquimediana y diofantica. El presente escrito aborda el caso mas sencillo de periodicidad no
trivial.

Teorema 1.1 (Resultado principal). No existe ningin ciclo periédico positivo no trivial de R
que contenga exactamente una rama erpansiva.

La demostracién se completa en la Seccién 11. Su esqueleto es una confrontacién de cotas: la
Seccién 9 establece que un ciclo semejante tendria d < 65, y la Seccién 10 que tendria d > 179,
donde d es el pardmetro entero definido en (2).

Conviene declarar desde el principio la relacién con la literatura clasica. El Teorema 1.1 es el
andlogo, para el mapa R, del teorema que Steiner demostré en 1977 para el problema 3n+1 [3]:
la inexistencia de 1-ciclos, es decir, de ciclos con una Unica expansién. La estrategia que
seguimos aqui —acotar superiormente, por via arquimediana, una forma lineal en log?2 y log 3,
y cerrar con cotas inferiores para formas lineales en logaritmos y con fracciones continuas— es
también la suya. Ninguno de esos ingredientes es original de este escrito. Lo especifico es la



estructura de ramas de R y las consecuencias combinatorias que de ella se derivan, expuestas
en la Seccién 12; la Seccion 15 detalla esa delimitacién.

Parte de la demostracién es un cémputo finito. La Seccién 14 precisa qué se calcula exactamente,
con qué método y con qué margenes.

2. El mapa de retorno y sus ramas

Sea () un entero impar positivo. El mapa de retorno de [1] es

3“236227:)—, Q=1 (méd4), r=1nBQ+1)>2
R(Q) = 0+1
3’“—27, Q=3 (méd4), r=w1(Q+1)>2.

Denotaremos las dos familias de ramas por

37‘le 4 37"72
T

37"72Q 4 31"72

4,(Q) T,

B (Q)

La clasificacién elemental de crecimiento, establecida en [1], es

A (Q) > Q <= r >3, B, (Q) >Q < r >6,

para (Q > 1 perteneciente al correspondiente cilindro. Por tanto las inicas ramas contractivas
son

A27 B27 B37 B4, B5.

Un ciclo con una tnica expansion puede rotarse de modo que su minimo sea el punto donde se
aplica esa expansion. Tendrd entonces la forma,

g=Qo<Q1>Q2> >Qn>Qni1 =g, (1)

donde el primer paso es A¢, con e > 3, 0 B, con e > 6, y los n pasos restantes pertenecen al
alfabeto contractivo anterior.

Observacion 2.1 («Una expansién» no significa «un minimo localy). Conviene prevenir una
lectura errénea. En la literatura clasica sobre ciclos del problema 3n + 1, un m-ciclo es aquel
cuya orbita presenta m minimos locales, de modo que m = 1 describe un ciclo con un dnico
bloque ascendente. Aqui, en cambio, «una tnica expansion» es una afirmacién sobre el alfabeto
de R, no sobre la forma de la érbita subyacente.

En efecto, cada paso de R de indice r comprime un paso contractivo de la funcién inducida
F de [1] seguido de r — 2 pasos crecientes. Por tanto un simbolo aporta un minimo local a
la érbita de F' exactamente cuando r > 3. Entre las cinco ramas contractivas, As y By no
aportan ninguno, mientras que B3, By y Bs aportan uno cada una. El niimero de minimos
locales de la 6rbita de F' asociada a un ciclo con una tinica expansién es, en consecuencia,

1+ n3 +ng + ns,



con la notacién de multiplicidades de la Seccién 12, y puede ser arbitrariamente grande. El
Teorema 1.1 no es, pues, el andlogo literal del caso m = 1 clasico, aunque ocupe la misma
posicién en la jerarquia de dificultad.

3. Composicion afin de una palabra

Sea
W:C()Cl"’Ck_17 C’L € {AT‘”BT’Z'})

y para cada simbolo

1 C. = A.. k—1 k—1
mi:{n ’ ’ " S:Zn’, M:Zml
Ci = By, i=0 i=0

7"1'*2,

Proposicién 3.1 (Composicién afin). Toda palabra W actia en la forma

3MQ + Cw
W(Q) =
donde Cy es un entero positivo.
Demostracion. Cada rama tiene la forma C;(Q) = (3™ Q + 3"2)/2" con numerador y
denominador positivos. La afirmacion se obtiene por composicidon sucesiva. O

Lema 3.2 (Recurrencia del término aditivo). Si un prefijo actia como W(Q) = (3 Q+C) /2%
y se anade una rama X,, conm, =r—1si X = A ym, =r—2 si X = B, los nuevos
pardmetros son

S'=S+r, M =M+m, |C =3"C+325]

Si a es el nimero de simbolos A y b el de simbolos B, entonces a +b =k y

M=) (ri-1)+> (rn—-2=5-a-2b=5—k—b.
A B

Definimos

de modo que M=5-d. (2)

4. Ecuacion exacta de un ciclo

Si la palabra W representa un ciclo y W(Q) = @, la Proposicién 3.1 da 25Q = 3MQ + Cyy, es
decir

(2° —3")Q = Cw. (3)

Como @ > 0y Cy > 0, necesariamente 2° > 3™ esto es Slog2 — Mlog3 > 0. Utilizando
M = S — d obtenemos la forma lineal

A::dlogS—Slog%:Slog2—M10g3>0. (4)

Lema 4.1 (Positividad de los coeficientes). En un ciclo con una inica expansion se tiene
S >d y, por tanto, M > 1.



Demostracion. Cada simbolo cumple r; > 2, y el simbolo expansivo cumple r = e > 3; luego
S>e+2(k—1)>2k+1. Porotraparteb < kdad=k+b <2k Asi S >2k+1>2k>d. 0O

Este lema es necesario para aplicar mas abajo el resultado de Laurent, Mignotte y Nesterenko,
cuyo enunciado exige coeficientes enteros positivos.

5. Identidad multiplicativa y cota por el minimo

Para una rama A, se tiene Q;11/Q; = (3"1/2") (1 + 1/(3Q;)), y para una rama B,, Q;11/Q; =
(3772/2") (1 + 1/Q;). Multiplicando alrededor del ciclo y tomando logaritmos:

Proposicién 5.1 (Forma lineal exacta). Todo ciclo satisface

1 1
A=) log(l+ — log(1+ —). 5
;og( +3Qi)+zB: og( +Qi) (5)
En particular, si ¢ = min; Q;, entonces
k+2b d
0<A < —. 6
<A< T g, (6)

Demostracion. La identidad (5) es la identidad multiplicativa anterior escrita en logaritmos.
Para la desigualdad se usa log(14+x) <z y Q; > ¢, lo que da A < (a+3b)/(3¢q) = (k+2b)/(3q).
Finalmente b < k implica b < d/2, luego k+2b=d +b < 3d y A < d/(2q). O

6. Contraccion uniforme de las cinco ramas

Lema 6.1 (Contraccién uniforme). Para todo entero @ > 1 situado en una rama contractiva,

L R@)

Mads precisamente,
mma‘ Ay By By By B rama ‘ Ay By By By Bs
Rg)gggiﬁgiggsgj Rg?)>§’;>}1>g>1%>§;

Demostracion. Las cinco expresiones son

3041 Q41 3(Q+1) 9Q+1) 27(Q+1)
4Q ° 4Q 8Q ° 16Q 320
cada una decreciente en @ y con limite, cuando ) — oo, igual a 3/4, 1/4, 3/8,9/16 y 27/32

respectivamente; de ahi las cotas inferiores. Dentro de los cilindros correspondientes, los menores
enteros admisibles mayores que 1 son 9, 3, 7, 15 y 31, lo que da las cotas superiores. O




7. Cotas para la profundidad de la expansion

Sea un ciclo con una unica expansién, de profundidad e, escrito como en (1). Para ambas
familias expansivas se tiene la cota Q1/q < (3/2)°.

Lema 7.1 (Cota superior para n).

log(3/2)

_ log(31/27)
log(31/27) €

= ————==10,170360...
7 21og(3/2) ’

Y, en CONSecuencia, e > v(d-2),
Demostracion. Por el Lema 6.1,

Q1 1 Qi 3\€ 27\
1= 1 <G G

)

de donde nlog(31/27) < elog(3/2). Como k = n+ 1y d =k+b < 2k, se sigue d <
2log(3/2) e/1og(31/27) + 2 =e/~ + 2. O

Lema 7.2 (Cota inferior para n).

1
" 0g(3/2) . log 9
log 4 log 4

> 0,29248 ¢ — 1,58497.

Demostracion. Por el Lema 6.1 cada rama contractiva cumple R(Q)/Q > 1/4, luego

47 @i
Q1 5 Qi

> 47",

Por otra parte, si la expansion es A, entonces Q1 = 3°72(3¢ + 1)/2¢ > 3°1¢q/2°, y si es
B, entonces Q1 = 3°2(q + 1)/2¢ > 3°72¢/2° en el peor de los dos casos ¢/Q1 < 9(2/3)°.
Combinando, 47" < 9(2/3)¢, y tomando logaritmos se obtiene el enunciado. O

Corolario 7.3 (S es lineal en d). En un ciclo con una tnica expansion,
e < 3,41902n + 5,41902 y por tanto

Demostracion. La primera desigualdad es el Lema 7.2 despejado. Para la segunda, S = e + S,
donde S, es la suma de los exponentes del bloque contractivo; como el mayor exponente
contractivo es 5, se tiene S, < 5n y por tanto S < 8,41902 n + 5,41902. Finalmente d = k+b >
k=n+1dan<d-—1, dedonde S < 841902d — 3 < 9d. O

8. Cota exponencial para la forma lineal

Lema 8.1 (Crecimiento exponencial del minimo). ¢ > (2¢ —1)/3.

Demostracion. Si la expansion es A, entonces 3g + 1 = 2°u con u impar positivo, de donde
q>(2°—1)/3. Sies Be entonces ¢+ 1 =2y q > 2° — 1. O

Teorema 8.2 (Cota exponencial). Si eziste un ciclo no trivial con exactamente una rama
expansiva, entonces

3d

3




Demostracién. Combinando el Lema 7.1 con el Lema 8.1 se obtiene ¢ > (2742 —1)/3, y se
sustituye en (6). O

9. Cota superior: d < 65

Recordemos el resultado de Laurent, Mignotte y Nesterenko [8, Corollaire 2]|. Sean aq, ag
nimeros algebraicos reales positivos, multiplicativamente independientes, con |a;| > 1, y sean
b1, by enteros positivos. Pongamos A = by log as — by log oy,

. . by
- DlogAs  DlogA;’

D = [Q(a1,a2) : Q)/[R(aq, a2) : R], v

donde A;, A2 > 1 satisfacen log A; > max{h(«;),|loga;|/D,1/D}. Entonces

21 172
log|A| > —24,34 D* (méx{logb’+0,14, o 2}) log A; log As. (8)

Los datos de la aplicacién son los siguientes. Tomamos a1 = 3, as =2, by = M, bo = 5, de
modo que A = Slog2 — M log 3 coincide con (4). Los dos niimeros son reales, positivos, > 1
y multiplicativamente independientes, y b1, by son enteros positivos por el Lema 4.1. Como
ambos son racionales, D = 1. Las alturas son h(2) =log2 y h(3) = log 3, luego puede tomarse

log A; = méx{log 3,log 3,1} = log3, log A2 = méx{log2,log2,1} =1,

y entonces b’ = M + S/log 3. Por el Corolario 7.3, M < S < 9d, de donde

1
b < 9d (1 + log3) < 17,19d. (9)

Lema 9.1 (Exclusién del rango grande). No existe ningun ciclo con una unica expansion y

d> 6,6 x10".

Demostracién. En ese rango logb’ + 0,14 > 21, de modo que (8) y (9) dan
log A > —24,34 (log(17,19d) + 0,14)* log 3,

cantidad que crece solo como el cuadrado de un logaritmo. El Teorema 8.2, en cambio, da
log A < log(3d/2) — v(d — 2)log 2, lineal y negativa en d. Para d = 6,6 x 107 la primera vale
—1,18 x 10* y la segunda —7,9 x 10%; la diferencia solo aumenta con d, de modo que las dos
desigualdades son incompatibles en todo el rango. ]

Lema 9.2 (Cota inferior para A). En un ciclo con una tnica expansién con d < 6,6 x 107,

A > 6_11792’44

Demostracién. En ese rango, (9) da logd’ + 0,14 < 21, luego el maximo de (8) vale 21 y
log |A| > —24,34-21% - log3 = —11792,4384 . ...
O

Teorema 9.3 (Cota superior). Si existe un ciclo no trivial con exactamente una rama
expansiva, entonces d < 65.



Demostracién. Por el Lema 9.1 podemos suponer d < 6,6 x 107. Entonces el Teorema 8.2 y el
Lema 9.2 dan a4
—11792,44

<A< S 1)
El miembro derecho es decreciente en d a partir de valores pequefios y cae por debajo de
e 1179244 opy d = 99 968; por tanto d < 99 967.

(&

Para el rango restante se recurre a que S es entero. Para cada 3 < d < 99967 se examinan todos
los enteros S con 0 < A < 3d/(2(27(4=2) — 1)); como disminuir S en una unidad aumenta A en
log(3/2), esos S forman un intervalo finito que se recorre por completo. Resultan exactamente
388 pares (d, S) admisibles, y el mayor valor de d entre ellos es 65. El detalle del computo estd
en la Seccion 14. O

10. Cota inferior: d > 179

Sea
log 3 3 S
o= W =2,709511291 ..., de modo que A =dlogs (a — E)
El desarrollo en fraccién continua de « tiene cocientes parciales [2;1,2,2,3,1,5,2,23,...] y
convergentes

2 3 8 19 65 84 485 1054 24727
171737 77247 317 1797 3897 9126 7

Lema 10.1 (Verificacién computacional). Ningiin entero impar Q < Xo := 10° es el minimo

de un ciclo de R.

Demostracion. Para cada impar () en ese rango se itera R hasta obtener un valor estrictamente
menor que o el valor 1; en todos los casos ocurre lo primero, con un maximo de 37 iteraciones.
Si @ fuese el minimo de un ciclo, su 6rbita no podria descender por debajo de ). Véase la
Seccién 14. O

Teorema 10.2 (Cota inferior). Si existe un ciclo no trivial con exactamente una rama
expansiva, entonces d > 179.

Demostracion. Sean p,/qy los convergentes de a. Por la propiedad de mejor aproximacién, si
d < gn+1 entonces |da — S| > |gna — pp| > 1/(gn + qn+1), y por tanto

log(3/2)

Gn + qn+1 '

Por otro lado, el Lema 10.1 da ¢ > X y la Proposicién 5.1 da A < d/(2q) < d/(2Xy). Si
ademds d < ¢p+1, entonces A < gn4+1/(2X0). Asi, la desigualdad

108(3/2) _ gn

A =log3 |da— S| >

10
Qn + Qni1 2Xo ( )
es incompatible con d < gn+1, y obliga a d > gn41.
Basta tomar n =5, con gs =31 y g = 179:
log(3/2) _s 179 _4
———~ =1,9308 x 107° > — = 8,95 x 1077,
31+179 2Xo
de modo que d < 179 es imposible. Por consiguiente d > 179. O



Observacion 10.3 (Version més fuerte). El mismo argumento con un Xy mayor da cotas
inferiores mayores. Se ha verificado que ningin impar @) < 387396 683 es el minimo de un ciclo,
con un maximo de 108 iteraciones hasta descender; tomando n = 7, con ¢7 = 389 y gg = 9126,
se obtiene entonces d > 9126. Esa comprobacion es mucho mas costosa y el Teorema 1.1 no la
necesita: para contradecir d < 65 basta el Teorema 10.2.

11. Demostracién del resultado principal

Demostracion del Teorema 1.1. Supongamos que existe un ciclo periédico positivo no trivial
de R con exactamente una rama expansiva. El Teorema 9.3 da d < 65 y el Teorema 10.2 da
d > 179, lo cual es imposible. O

12. Estructura combinatoria del bloque contractivo

Los resultados de esta secciéon no intervienen en la demostracion del Teorema 1.1. Se incluyen
por dos motivos: permiten la verificacion independiente de la Secciéon 13, y son el instrumento
natural para abordar ciclos con mas de una expansion.

Recorriendo hacia atras el bloque contractivo, las cinco ramas inversas son

_ 4y —1 _ _ 8y _ 16y _ 32y
Ayl (y) = . By'y)=4y-1, By'y)=—-1, Bi'(y)=—7-1 Biy="--1
3 3 9 27
que se escriben uniformemente como ¢¢(y) = (acy — bc) /3" con
C ‘ A2 Bz BS B4 B5

(ac,bc,he) | (4,1,1) (4,1,0) (8,3,1) (16,9,2) (32,27,3)

Conviene fijar la orientacion. Sea C1C5 - - - C), el bloque contractivo en orden directo, es decir

Q1 G, Q2 Go, L COny q. Entonces Q1 = ¢¢, o -+ 0 ¢¢, (q), de modo que, partiendo de ¢, las
inversas se aplican en el orden ¢¢,,, ..., ¢c,. Escribiremos

W =D1Dy---D,, Dj = Cn+17j, Py = ¢Dno“‘O¢D1,
de manera que Q1 = @y (q). Todos los enunciados siguientes se refieren a esta palabra invertida.

Proposicién 12.1 (Forma inversa de un bloque). ®w (y) = (Awy — Bw)/3"W, con Hy =
> hp; y31 Aw. Si el prefijo Dy --- Dj_1 tiene pardametros (A, B, H) y se anade Dj = (a,b, h),
entonces

A = aA, B' = aB + b3", H =H+h. (11)

Denotando por n 4, no, ng, ng, ns las multiplicidades de As, Bs, Bs, By, Bs, se tiene
AW:2S°, Se = 2n4 + 2ng + 3ng + 4ng + 5ns, Hyw =na + ng + 2n4 + 3ns,

de modo que Aw y Hw no dependen del orden: toda la dependencia combinatoria queda
concentrada en By .



Teorema 12.2 (Lema de reordenamiento). Sean X = (ax,bx,hx) e Y = (ay,by,hy) dos
stmbolos consecutivos. Aplicando (11) en los dos drdenes, Bxy — By x = 37 A(X,Y) con

A(X, Y) =aybx + by3hX —axby — bX.?)hY,

cuyo signo no depende del prefijo ni de la posicion del par. Para las cinco ramas contractivas,

A(X,Y)| Ay By By By Bs
A, 0 2 2 -2 -2
By |-2 0 —4 —-20 -T76
Bs | -2 4 0 -24 —120
By 2 20 24 0 —144
Bs | 22 76 120 144 0

Esta tabla define un orden total. Fijadas las multiplicidades, By alcanza su mdzimo cuando
la palabra invertida presenta el orden

B5>-B4>-A2>—Bg>—Bg,

y su minimo en el orden contrario. En el recorrido directo del bloqgue ambos ordenes aparecen
invertidos.

Demostracion. La relacion X = Y definida por A(X,Y) > 0 es, segun la tabla, un orden
total. Si dos simbolos adyacentes aparecen en orden contrario, intercambiarlos aumenta Byy;
el factor 3 es positivo y los simbolos posteriores actiian sobre B de forma afin con coeficiente
positivo, de modo que el signo se conserva. Repitiendo intercambios adyacentes se alcanzan los
dos extremos. O

Los extremos se calculan sin enumerar permutaciones: si una misma rama C' = (a,b, h) se
repite m veces y antes del bloque el estado es (B, H), entonces, como a # 3" en las cinco

ramas,
m __ 3hm
By =a"B+4+b3H 4 "2

P (12)

Finalmente, igualando ®y(q) con la expresién directa de la rama expansiva se obtienen las
ecuaciones de cierre

ZBBW 4 3Hw+672

_ ZBBW 4 3Hw+672
q= 2 Ay — 3Hw+e—1

9= 2 Ay — 3Hw+e—2

(expansién A.), (expansién B.). (13)

13. Verificaciéon independiente por enumeraciéon

El Teorema 1.1 admite una segunda demostracién que no utiliza la Seccién 10 y que sirve de
verificacién cruzada.

Partiendo del Teorema 9.3, los 388 pares (d, S) admisibles tienen todos d < 65. Para cada uno,
las relaciones k =n+1, b =d — k, S; determinado por las multiplicidades y e = .S — S, junto
con e > 3 0 e > 6 segln el tipo de expansién, dejan exactamente 1175776 configuraciones
(na,n2,n3, n4, n5; €; tipo).

Para cada configuracién, el Teorema 12.2 y la férmula (12) dan By ¥ Bmax; como ¢ es
funcién estrictamente creciente de By en (13) cuando el denominador es positivo, se obtiene

10



un intervalo explicito [¢min, gméx)- Simultdneamente la rama expansiva prescribe una clase
residual: 3¢+ 1 = 2° (méd 2¢11) sies Ao, v ¢ =2° — 1 (méd 21 si es Be. Una configuracion
solo puede cerrarse si el intervalo contiene un entero de esa clase.

Sobreviven 52 configuraciones, que producen inicamente dos valores candidatos para el minimo:
q =5y q=341. Iterando R desde ambos,

529 —-T7T—>3—>1,

341 — 6561 — 4921 — 3691 —» 923 -+ 231 - 87 —+33 -2 —-19—-5—->9—-7—>3 — 1,

de modo que ninguno de los dos es el minimo de un ciclo. Se concluye de nuevo que no existen
ciclos con una tnica expansion.

14. La parte computacional

La demostracién contiene tres cémputos finitos, todos exactos o con méargenes holgados.

1. La criba sobre (d, S). Para 3 < d < 99967 se recorren todos los enteros S con 0 < A <
3d/(2(27(4=2) —1)). El resultado es 388 pares, con d < 65. El célculo usa aritmética de precisién
arbitraria; repetido con 60 y con 250 digitos decimales produce resultados idénticos.

2. La verificacién del minimo. Para cada uno de los 49999 enteros impares () con
3 < @Q < 10° se itera R hasta obtener un valor estrictamente menor que @Q; el maximo de
iteraciones necesarias es 37 y el computo tarda unas centésimas de segundo. El Teorema 10.2

requiere

g6 (g5 +q6)  179-210
Xo > = = 46354,2. ..
07 2l0g(3/2)  2log(3/2) s

de modo que el valor empleado deja un margen de un factor superior a 2.

La Observacion 10.3 se apoya en una comprobacién mucho mayor: los 193 698 341 impares con
3 < @Q < 387396683, con un maximo de 108 iteraciones. Esa comprobacién no interviene en la
demostraciéon del Teorema 1.1.

3. La enumeracion de la Seccién 13. 1175776 configuraciones, con aritmética entera y
racional exacta. No interviene en la demostraciéon del Teorema 1.1.

Los computos 1 y 2, que son los tnicos que intervienen en la demostracion del Teorema 1.1, se
reproducen en segundos en un ordenador personal; el 3, en pocos minutos. El codigo completo,
escrito en Python 3 y con la sola dependencia de mpmath, esta disponible en

https://www.collatz.es/articulos/seccion7_2/verificacion_Ul.py

Ejecutado sin argumentos reproduce, en el orden en que se demuestran, la criba, la verificacién
del minimo, la cota inferior y la verificacion cruzada. Su huella SHA-256 es

3ald4adeac78a09b7e00a52038d2049d1
cdcdb97249fab3d9£f8cbf2b0£092809f

Conviene subrayar que el Teorema 1.1 admite las dos demostraciones de las Secciones 11 y 13,
y que ninguna de las dos depende de la comprobacién de gran tamafo mencionada en la
Observacion 10.3.
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15. Relacion con el estudio clasico de ciclos tipo Collatz

La apariciéon de una forma lineal en log2 y log 3 no es accidental, y conviene precisar hasta
qué punto la estrategia es la clésica y en qué se aparta de ella. Para el estado general de la
cuestién remitimos a la panordmica de Lagarias [2].

Steiner demostré en 1977 la inexistencia de 1-ciclos del problema 3n + 1 [3], esto es, de
ciclos formados por un tnico bloque ascendente seguido de un tnico bloque descendente. Su
demostracion combina una cota superior arquimediana para la forma lineal asociada al ciclo
con una cota inferior procedente de la teoria de formas lineales en logaritmos. Simons extendi6
después el argumento a los 2-ciclos [4], y Simons y de Weger lo llevaron hasta los m-ciclos con
1 < m < 68 [5], apoyandose en la cota de Laurent, Mignotte y Nesterenko [8] y en el calculo de
convergentes de log, 3. La cota ha seguido mejorando: Hercher ha demostrado que no existen
m-ciclos de Collatz con m < 91 [7].

El Teorema 1.1 ocupa, para el mapa R, la posiciéon del teorema de Steiner, y la estrategia
seguida aqui es la suya: el Teorema 8.2 desempena el papel de la cota superior arquimediana,
el Corolario 7.3 el de la acotacion de la altura, el Lema 9.2 el de la cota de trascendencia, y el
Teorema 10.2 el del argumento de Crandall por convergentes. Ninguno de esos ingredientes es
original de este trabajo.

Lo que si es especifico de R es la estructura de sus ramas. El mapa clasico posee una sola
familia; R posee dos, A, y By, y su clasificaciéon exacta produce una lista finita de cinco ramas
contractivas. De esa lista finita, y no del mecanismo diofantico, proceden los resultados de la
Seccién 12: la representacion inversa de la Proposicion 12.1, que concentra toda la dependencia
combinatoria en el entero Byy; el lema de reordenamiento del Teorema 12.2, que sustituye
la enumeracion de las permutaciones de un multiconjunto por dos érdenes candnicos; y las
ecuaciones de cierre (13). Estos resultados responden especificamente a la estructura de dos
familias de ramas de R y no forman parte del mecanismo diofantico clasico empleado por
Steiner, Simons y Simons—de Weger.

Cabe anadir que Simons ha estudiado hasta qué punto el método de los m-ciclos se traslada
a sucesiones de Syracuse generalizadas [6]. El marco alli considerado exige que la rama se
seleccione por la clase de x, médulo un entero fijo; en R la selecciona una valuacién 2-addica
no acotada, de modo que el Teorema 1.1 no es caso particular de aquellos resultados.

16. Conclusiones

1. Toda palabra de ramas posee una composicién afin exacta R¥(Q) = (3MQ + Cw)/2°, y
para una palabra con k simbolos y b ramas de tipo B se tiene M =S — k — b.

2. Todo ciclo determina la forma lineal positiva A = dlog3 — Slog(3/2) con d = k + b.

3. En un ciclo con una tnica expansién, la profundidad e estd acotada por arriba y por
abajo de forma lineal en el niimero de contracciones, de donde S < 9d; el minimo del
ciclo crece al menos exponencialmente con e, y por tanto A es exponencialmente pequena
en d.

4. Confrontando esa cota exponencial con el resultado de Laurent, Mignotte y Nesterenko
se obtiene d < 65.

5. La verificaciéon de que ningtin impar menor que 10° es el minimo de un ciclo, combinada
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con los convergentes de log3/log(3/2), da d > 179; con una verificacién mayor la misma
construccion da d > 9126.

6. En consecuencia no existen ciclos con una tnica expansién (Teorema 1.1).

7. Todo bloque contractivo posee una representacién inversa @y (y) = (Awy — Bw) /37w
en la que Ay y Hy no dependen del orden, y By satisface un principio exacto de
reordenamiento, By = By = Ao = B3 = Bo, referido al recorrido del bloque hacia atras
desde el minimo.

8. Ese principio permite una verificacién independiente del Teorema 1.1 por enumeracion
exhaustiva de 1175776 configuraciones, que deja dos candidatos, ambos descartados
directamente.

El caso de dos o méas expansiones queda abierto. Los resultados de la Secciéon 12 son aplicables
a él sin modificacién; lo que exige reelaboracion es el reparto del bloque contractivo entre las
expansiones sucesivas.
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