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Resumen

En [2] se demostrd que el mapa de retorno R sobre los enteros impares positivos no
admite ciclos periddicos no triviales con una tnica rama expansiva. Aqui se extiende el
mecanismo a un numero cualquiera pero fijo de expansiones.

El resultado central es un lema de optimizacién: si ey, ..., e, son las profundidades de
las expansiones de un ciclo y A; = e; + -+ + ¢;, entonces

. _ 3 o C -
1%855”,{6.7' - CAj—l} > m E, c=logy 5, Nm= ma E=A,,

y la constante 7, es 6ptima. De él se deduce que el minimo del ciclo crece exponencialmente
en d para cada m fijo, y con ello una cota superior para d que se criba hasta valores pequenios.
Confrontada con una cota inferior que no depende de m y se obtiene por comprobacién
directa, resulta:

No existe ningun ciclo periédico positivo no trivial de R que contenga nueve
raAMas erpansivas 0 Mmenos.

Se indica ademas el coste de los escalones siguientes y el limite del método, que proviene
de que 1,, — 0 cuando m — .
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1. Introduccion

En [1] se introdujo un sistema dindmico sobre los enteros no negativos y las mitades de
impares y se redujo su dindmica a un mapa de retorno R sobre los impares. En [2] se demostrd
que R no admite ciclos periédicos no triviales con una tnica rama expansiva, mediante la
confrontacién de dos cotas para un pardmetro entero d asociado al ciclo: una superior, d < 65,
procedente de una cota exponencial para la forma lineal A = dlog 3 — S'log(3/2) combinada con
el resultado de Laurent, Mignotte y Nesterenko [9]; y una inferior, obtenida de los convergentes
de log 3/1og(3/2) y de la verificaciéon de que ningtin impar pequeiio es el minimo de un ciclo.

El presente escrito extiende ese mecanismo a un nimero fijo m de expansiones y demuestra:

Teorema 1.1 (Resultado principal). No eziste ningin ciclo periddico positivo no trivial de R
que contenga nueve ramas expansivas 0 Menos.

La estructura de la demostracién reproduce la de [2]. Lo que hay que construir de nuevo es la
cota del minimo: con una sola expansion el minimo del ciclo estd inmediatamente por debajo
de ella y crece como 2¢; con varias, la expansiéon mas profunda puede estar precedida por otras,
y su efecto sobre el minimo queda amortiguado por las contracciones intermedias. El Lema 4.1
cuantifica exactamente esa amortiguacion.

Conviene precisar la relacién con la literatura clésica. En el estudio de ciclos del problema
3n + 1, Steiner [3] excluy6 los 1-ciclos, Simons [4] los 2-ciclos y Simons y de Weger [5] los
m-ciclos con m < 68; Hercher ha llegado después hasta m < 91 [6]. Alli un m-ciclo es aquel
cuya orbita presenta m minimos locales. Aqui m cuenta ramas expansivas de R, que es otra
cosa: como se sefiala en [2, Obs. 2.1], un ciclo con m expansiones de R puede presentar muchos
mas minimos locales en la 6rbita subyacente. La analogia es, por tanto, de estrategia y no de
objeto: se comparten la cota superior arquimediana, el control lineal de la altura, la cota de
trascendencia, la reducciéon por convergentes y la criba finita, pero los ciclos que se excluyen
no se corresponden entre si.

2. Notaciéon y planteamiento

Recordamos de [1, 2] que R posee dos familias de ramas,

371 + 372 372Q + 372
Ar(Q) = o B,(Q) = S gr

que A, es expansiva siy solo si 7 > 3 y B, siy solo si r > 6, y que las ramas contractivas son
exactamente As, By, B3, By, Bs.

r>2

)

Sea un ciclo con exactamente m > 1 ramas expansivas y sea ¢ su minimo global.



Lema 2.1 (Rotacién). El paso que parte de q es expansivo. En consecuencia el ciclo puede

escribirse . w . W p w
1 1 2 2
q=q > Py qo P, b —= Py, — qu,

donde E; es una rama expansiva de profundidad e; y W; un blogue de n; ramas contractivas.

Demostracion. Si el paso que parte de ¢ fuese contractivo se tendria R(q) < ¢, contra la
minimalidad de gq. O

Ponemos

m m
E=Y ¢, N=>mn;, k=N+m, d=k+b,
J=1 J=1

donde b es el nimero de ramas de tipo B del ciclo. Siguen siendo validas, con las mismas
demostraciones de [2], las identidades

M=5—d, A :=dlog3 — Slog 3 = Slog2 — Mlog3 > 0,

donde S es la suma de los exponentes r de todas las ramas, asi como la estimacion

d
0<A<2—q. (1)

Lema 2.2 (Positividad de los coeficientes). S —d > m > 1.

Demostracion. Cada rama contractiva tiene r > 2 y cada expansiva r > 3, luego S > 3m+2N.
Por otra parte b < k da d < 2k = 2(N +m). Restando, S —d > 3m+2N —2N —2m =m. O

Este lema permite aplicar [9, Corollaire 2], cuyo enunciado exige coeficientes enteros positivos.

3. Cotas para la profundidad expansiva total

 log(31/27)

= =0,170360... se t
2108(3/2) , se tiene

Lema 3.1. Con v
E > ~(d—2m).

Demostracion. Cada expansiéon cumple Pj/q; < (3/2)% y cada rama contractiva R(Q)/Q <
27/31 [2, Lema 6.1]. Multiplicando alrededor del ciclo,

E N
3\ 7 (21
t<(3) (38)
de donde Nlog(31/27) < Elog(3/2). Como k = N+myb <k, d<2k=2N+2m<
E/vy+2m. O

Lema 3.2 (Altura lineal). S < 8,41903d — 3m < 9d, para todo m > 1.



Demostracion. Cada expansién cumple ¢;/P; < 9(2/3)% y cada rama contractiva R(Q)/Q >
1/4 2, Lema 6.1]. El producto de todos los cocientes alrededor del ciclo vale 1, de modo que el
producto de los cocientes contractivos es Hj q;/P;, y por tanto

N <om(2)”

Tomando logaritmos, E < blgo(%]\f + mlo};(% = 3,41903 N + 5,41903 m. La contribucion
contractiva a S satisface S, < bN, luego S = F + S, < 8,41903 N + 5,41903 m. Finalmente
N=k—m<d—mda§ <8,41903d — 3m. O

Obsérvese que esta cota no se deteriora al crecer m: es la que permite aplicar la cota de
trascendencia con la misma constante para todos los casos.

4. El lema de optimizacion

Este es el ingrediente nuevo. Escribimos
c:=logy 3 =0,5849625. .., Aji=e1+-+ej (Ag=0), E = A,,.
Lema 4.1 (Optimizacion). Sea

t:= 1r§njé£§n{ej — CAj_l}.

FEntonces

Cc

t>nmE, Nm = m

La constante 0, es optima: se alcanza la igualdad cuando ej =t + cA;_1 para todo j.

Demostracion. Por definicién de t se tiene e; <t + c Aj_1 para todo j, luego

Aj = Aj—l + €;j < (1 + C)Aj_l + t.

1+c)f—1
Veamos por induccién que A; < t&. Para j = 0 ambos miembros son nulos. Si vale
c
para j — 1,
1+ t-1 1+c) —(1 1+c) —1
Ajg(1+c)t(L+t:t(+c) (+c)+c:t(+c) .
c c c

Tomando j = m y despejando se obtiene t > n,,E. Si e; = t + cAj_1 para todo j, las
desigualdades anteriores son igualdades y E =t ((1 + ¢)™ — 1)/c exactamente. O

Observacion 4.2. Los primeros valores son 71 = 1, 72 = 1/(2 + ¢) = 0,386853..., 3 =
0,196191... El caso m = 1 recupera t = e1, que es lo que se usa en [2]. Nétese ademas que
Nm — 0 cuando m — oo, hecho sobre el que se vuelve en la Seccién 9.



5. Cota exponencial para el minimo

Lema 5.1 (Cota del minimo). Para todo ciclo con m expansiones,

9 nmy(d—2m) _ q

>
1 3
Demostracion. Sea j* un indice donde se alcanza el maximo del Lema 4.1. La condicién de
cilindro de la expansién E;« da ¢+ > (2%* — 1)/3, igual que en [2, Lema 8.1]. Por otra parte,
para alcanzar gj« desde ¢ se recorren las expansiones K1, ..., Ej«_1 y bloques contractivos,
que solo disminuyen; por tanto g;+/q < (3/2)%" -1 y

7> g (%)Aj*_1 > $(%)Aﬁ_1.

Como 2/3 =27°¢,

2¢* _ 1 27014]-*_1 _ gejx—CAjx_1 _ 9—CAjx_ - 2t _ 1

3 3 - 37
puesto que 27¢4*-1 < 1. Finalmente, por los Lemas 4.1 y 3.1, t > 0, E > Nmy(d —2m), y
x — 2% — 1 es creciente. O

Teorema 5.2 (Cota exponencial). Todo ciclo con m expansiones satisface

3d
0<A< 2 A2 1) (2)

siempre que Nyy(d —2m) > 0.
Demostracion. Inmediato de (1) y del Lema 5.1. O

Para m =1 se tiene 71 =1 y (2) se reduce literalmente a la cota de [2, Teorema 8.2]. Cuando
d < 2m la cota es vacia; esos valores de d quedan excluidos por la cota inferior de la Seccion 7,
pues 2m < 16 para los casos que aqui se tratan.

6. Cota superior para d

La cota de Laurent, Mignotte y Nesterenko se aplica exactamente como en [2, Sec. 9]: con
a1 =3, a00=2, 00 =M, bo=5,D =1,logA; =log3 ylogAs = 1, el Lema 2.2 garantiza
coeficientes enteros positivos y el Lema 3.2 da b’ = M + S/log3 < 17,19d, de donde

A > 1179244 (3)
mientras d < 6,6 x 107; para d mayor la confrontacién con (2) es inmediata, igual que alli.

Confrontando (3) con (2) se obtiene un rango finito de d, que se criba después usando que S
es entero. La criba se organiza en dos tramos.

Lema 6.1 (Umbral de Legendre). Sea U, (d) el miembro derecho de (2) y sea o =
log3/log(3/2). Si d cumple
log(3/2)
m(d ;
Un(d) < —7

entonces todo d admisible es un denominador de convergente de .



Demostracion. De A = dlog(3/2) |a — S/d| < Up(d) se sigue | — S/d| < 1/(2d?), y por el
teorema de Legendre la fraccion reducida S/d es un convergente p,/q, de . Si d = j ¢, con
J > 1, entonces A = jlog(3/2) |gna — py| crece linealmente con j mientras Up,(jgn) decrece;
basta por tanto considerar j = 1. O

Por debajo del umbral la criba se realiza de forma exhaustiva sobre todos los d y todos los
enteros S admisibles; por encima se comprueban tinicamente los denominadores de convergentes.
El resultado es el siguiente.

Proposicién 6.2 (Criba). Todo ciclo con m expansiones satisface d < dysx(m), con

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
dmax(m) 65 203 568 957 1735 3291 5625 9126 18252 27767 46408

Ningun denominador de convergente situado por encima del wmbral sobrevive, en ninguno de
los once casos.

Observacion 6.3. De hecho, en los once casos se tiene dpsx(m) estrictamente menor que el
umbral del Lema 6.1: para m = 11, por ejemplo, el umbral vale 54 328 y el maximo 46 408.
El tramo de convergentes resulta asi vacio en todos ellos. Sigue siendo necesario para la
demostracién —sin él no quedaria excluido que algin d grande sobreviviese—, pero conviene
sefialar que no aporta ningin superviviente.

Observacion 6.4. Para m = 1 la Proposicién 6.2 devuelve d < 65 y 388 pares (d,.S), que son
exactamente los valores de [2, Teorema 9.4]. Esta coincidencia constituye el control interno més
estricto del calculo: la formula general se especializa al caso ya demostrado sin discrepancia
alguna.

Observacion 6.5. Los valores de dpsx no son arbitrarios: 9126, 18252, 27767 y 46408 son,
respectivamente, ¢s, 2qgs, gs + ¢o v ¢q10 en la notacién de la Seccién 7. La criba se detiene sobre
la reticula de denominadores de convergentes y sus combinaciones, que es donde « admite
aproximaciones racionales excepcionalmente buenas.

Conviene distinguir lo que en esa tabla es intrinseco de lo que no. Los valores concretos
dependen de las constantes empleadas: de la constante 11792,44 de (3), que proviene de una
elecciéon particular del pardmetro libre de [9, Corollaire 2], y de las estimaciones gruesas
P;j/q; < (3/2)% y S. < 5N. Afinar cualquiera de ellas reduciria los dmsx(m) y ampliaria el
alcance en m. Lo que no depende de esas elecciones es la reticula sobre la que caen: cualquier
cota de la forma A < U(d) con U decreciente deja como supervivientes los d donde « se
aproxima excepcionalmente bien, y esos son los de la Observacién 7.1.

7. Cota inferior para d
Esta parte no depende de m: solo utiliza (1) y la verificacién computacional del minimo.
Escribimos o = log 3/1og(3/2) = 2,709511291 ... y, para cada d,

Amin(d) := min{A > 0} = dlog 3 — |ad|log 3,

que es el menor valor positivo que puede tomar la forma lineal para ese d. Los convergentes de
« tienen denominadores

gn: 1,1, 3,7, 24, 31, 179, 389, 9126, 18641, 46408, ...



Observacion 7.1 (La sucesion de denominadores). Esos denominadores forman la sucesién
A046102 de la OEIS [8], catalogada como «denominadores de los convergentes a la coma de
Pitdgoras». La relacion con el caso clésico es directa: si ¢ = log, 3, entonces a = §/(6 — 1),
de modo que cada convergente P/@Q de § produce el convergente P/(P — @) de «; en efecto,
la OEIS registra A046102 = A005663 — A005664, numeradores menos denominadores de los
convergentes de log, 3.

Los denominadores de log, 3 son 1,1,2,5,12,41,53,306,665,15601, 31867, ..., que son las
divisiones de la octava en temperamento igual y, a la vez, los valores que aparecen en las cotas
inferiores de [7] para el problema 3z + ¢. El tratamiento clasico de los m-ciclos criba, pues,
sobre una de las dos sucesiones y el presente sobre la otra: ambas proceden del mismo par
de logaritmos, lo que explica que las dos construcciones tropiecen con la misma reticula de
obstrucciones.

Lema 7.2 (Verificaciéon computacional). Ningun entero impar Q@ < Xy := 387396683 es el
minimo de un ciclo de R.

Demostracion. Para cada impar @) de ese rango se itera R hasta obtener un valor estrictamente
menor que @; en todos los casos se consigue, con un maximo de 108 iteraciones. Si ) fuese el
minimo de un ciclo su érbita no podria descender por debajo de Q). Véase la Seccién 10. O

Teorema 7.3 (Cota inferior). Todo ciclo periddico positivo no trivial de R, cualquiera que sea
su niumero de expansiones, satisface d > 27 766.

Demostracion. De (1) y del Lema 7.2 se sigue que todo ciclo cumple 0 < A < d/(2Xj). Para
un d dado, el menor valor positivo que A puede tomar es Ay (d), de modo que la condicién
necesaria es p

Amin(d) < TX_O (4)
La comprobacién directa de (4) para todos los enteros 3 < d < 27766 muestra que ninguno la
satisface. El caso més proximo es d = 18252, con Ay = 3,6389 x 107° frente a d/(2X() =
2,3557 x 1075, que falla todavia por un factor 1,54. El primer d que satisface (4) es d =
27767. O

Observacion 7.4 (La variante por convergentes). La cota anterior puede obtenerse en parte
sin comprobacién exhaustiva, mediante el argumento cldsico de Crandall utilizado en [5]. Si
d < gn+1, la propiedad de mejor aproximaciéon da |da — S| > |gna — pn| > 1/(qn + Gn+1), luego

1
A~ 108(/2)
Qn + gn+1
Con n =7, es decir g7 = 389 y gz = 9126, esto vale 4,2613 x 10~°, mientras que d/(2Xo) <

1,1779 x 107?; y el caso d = gg se descarta aparte, pues Ay, (9126) = 1,8195 x 1072 excede
9126/(2Xo) = 1,1779 x 1075. Se obtiene asi d > 9126 sin recorrer ningtin rango.

El criterio por convergentes es, pues, suficiente pero no exhaustivo: la comprobacién directa
del Teorema 7.3 lo mejora de 9126 a 27 766, lo que basta para pasar de m <8 am < 9.

8. Demostracion del resultado principal

Demostracion del Teorema 1.1. Supongamos que existe un ciclo peridédico positivo no trivial
de R con m <9 ramas expansivas. La Proposicién 6.2 da d < dpsx(m) < dmax(9) = 18252, y
el Teorema 7.3 da d > 27766, lo cual es imposible. O



Observacion 8.1 (Versiones mas modestas). Para excluir un m dado no hace falta la verificacién
completa del Lema 7.2: basta

Xo > méx{ d/(2Amin(d)) : d < dmax(m) },

cantidad que la tabla siguiente recoge.

dmax(m)  Xo necesario

m

1 65 2934
2 203 8,76 x 10*
3 568 2,91 x 10°
4 957 5,12 x 10°
5
6
7
8
9

1735 1,03 x 106

3291 2,45 x 109

5625 6,85 x 10°

9126 2,51 x 108

18 252 2,51 x 103

10 27 767 1,27 x 10°
11 46 408 6,33 x 10”

Asi, Xy = 10° excluye m < 2 y Xy = 107 excluye m < 7, en ambos casos con computos de
segundos. El salto entre m = 7y m = 8 se debe a que Ay, (9126) es excepcionalmente pequenia,
pues 24727/9126 es un convergente de « precedido por el cociente parcial ag = 23. Obsérvese
ademas que m = 9 no cuesta nada sobre m = 8: ambos requieren el mismo Xj.

9. Alcance y limite del método

Los escalones siguientes se leen de la tabla de la Observacién 8.1: pasar de m <9 am < 10
exige Xy > 1,27 x 10°, algo més de tres veces la verificacion realizada, y llegar a m < 11 exige
Xo > 6,33 x 10°, unas dieciséis veces. El rendimiento decrece con rapidez.

La razén de fondo estd en la Observaciéon 4.2: como

NMm = m —0 (m — o00),

el exponente 7,y de (2) tiende a cero y la cota superior dyx(m) crece aproximadamente
como (1 + ¢)™, es decir, de forma exponencial en m. El método proporciona, por tanto, una
demostracién para cada m fijo, pero no una constante uniforme en m y en consecuencia no
alcanza la unicidad del ciclo. Esta limitacién es la misma que presenta el tratamiento clasico
de los m-ciclos del problema 3n + 1.

10. La parte computacional

La demostracién contiene tres computos finitos.

1. La criba de la Proposicion 6.2. Exhaustiva por debajo del umbral del Lema 6.1 y
restringida a denominadores de convergentes por encima. Los umbrales son 97, 298, 652, 1260,



2287, 4011, 6887, 11668, 19594, 32700 y 54328 para m = 1,...,11. El cdlculo emplea aritmética
de precision arbitraria; repetido con 60 y con 250 digitos decimales produce resultados idénticos.

2. El lema de optimizacién. Aunque el Lema 4.1 estd demostrado, se comprueba ademas
por muestreo que la desigualdad se cumple y que el caso extremo la satura, lo que confirma la
optimalidad de n,.

3. La verificacién del minimo. Los 193 698 341 enteros impares con 3 < () < 387396 683,
con un maximo de 108 iteraciones hasta descender. Es el computo mas costoso; el Teorema 1.1
necesita en realidad solo X > 2,51 x 108, y la Observacién 8.1 indica qué se obtiene con
verificaciones mucho menores.

4. La criba de la cota inferior. La comprobacién de (4) para los 27 764 enteros 3 < d < 27766,
con aritmética de precisién arbitraria. Es instantanea.

El c6digo completo, escrito en Python 3 y con la sola dependencia de mpmath, esta disponible
en

https://www.collatz.es/articulos/seccion7_3/verificacion_Um_73.py

Ejecutado sin argumentos reproduce, en el orden en que se demuestran, el lema de optimizacion,
la criba y la cota inferior; el modo grande realiza la verificacién completa del minimo. Su
huella SHA-256 es

c70960cacf365946cad60e7e959672d4
1a04699a7d702199045e7a144657cb55

11. Conclusiones

1. El Lema 4.1 cuantifica la amortiguacién que las expansiones anteriores imponen sobre el
efecto de la expansién més profunda, mediante una constante éptima n,, = ¢/((14¢)"—1)
con ¢ = logy(3/2).

2. De él se deduce que el minimo de un ciclo con m expansiones crece como 2/m7(d=2m)

por tanto que A es exponencialmente pequena en d para cada m fijo.

» Y

3. La cota de altura S < 9d se mantiene uniforme en m, lo que permite aplicar la cota de
trascendencia con la misma constante en todos los casos.

4. La criba resultante da las cotas dysx(m) de la Proposicién 6.2, que para m = 1 reproducen
exactamente los valores de [2].

5. La cota inferior d > 27766 no depende de m y se obtiene por comprobacién directa de
la condicién necesaria Apm(d) < d/(2X0); el argumento clésico por convergentes da solo
d > 9126.

6. En consecuencia, no existen ciclos con nueve ramas expansivas o menos (Teorema 1.1).

7. El método no se extiende a todo m simultaneamente, porque 7, — 0; queda abierta la
unicidad del ciclo.


https://www.collatz.es/articulos/seccion7_3/verificacion_Um_73.py
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